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2016 年 3 月 15 日

1 知识要素

1.1 基于单参数直线化的多维函数的有限增量公式

我们已有一维函数的有限增量公式

定理 1.1 (一维函数有限增量公式). 如果 f(x) ∈ C [a, b]，f(x) ∈ C p[a, b)，且在 (a, b) 上存

在 p+ 1 阶导数，则有

f(b) = f(a) +

p∑
k=1

1

k!

dkf

dxk
(a)(b− a)k +

1

(p+ 1)!

dp+1f

dx
(a+ θ(b− a))(b− a)p+1, θ ∈ (0, 1)

按单参数直线化的思想，可有

定理 1.2 (多维函数有限增量公式). 如果 f(x) ∈ R 在直线段 [a, b] 上连续，在 [a, b) 上存

在 p 阶沿 b− a 的方向导数且连续，在 (a, b) 上存在 p+ 1 阶沿 b− a 的方向导数，则有

f(b) = f(a) +

p∑
k=1

1

k!

∂kf

∂ek
(a) · |b− a|kRM +

1

(p+ 1)!

∂p+1f

∂ep+1
(a+ θ(b− a)) · |b− a|p+1

RM

此处 θ ∈ (0, 1)。

进一步引入条件，f(x) ∈ C p+1(Dx;R)，[a, b] ⊂ Dx，则有

f(b) = f(a) +

p∑
k=1

1

k!

 M∑
i1,··· ,ik=1

∂kf

∂xik · · · ∂xi1
(a) · |b− a|ikRM · · · |b− a|i1RM


+

1

(p+ 1)!

M∑
ip+1,··· ,i1=1

∂p+1f

∂xip+1 · · · ∂xi1
(a+ θ(b− a)) · |b− a|ip+1

RM · · · |b− a|i1RM

此处 θ ∈ (0, 1)。

1.2 基于单参数曲线化的多维函数的有限增量估计

定理 1.3 (多元函数有限增量估计). 设 γ ⊂ Rm 为 f(x) ∈ R 之定义域 Dx 中连接 A 和 B
二点的光滑曲线，f(x) 在 γ 上可微，则有估计

|f(B)− f(A)| 6 sup
γ

|Df(x)|Rm |γ|

此处，|γ| 代表曲线的弧长。
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分析：考虑连接曲线

γ(t) : [a, b] ∋ t 7→ γ(t) ≡ x(t) ∈ Rm, γ(a) = A, γ(b) = B

对 [a, b] 引入分割 P : a = t0 < · · · < ti−1 < ti < · · · < tN = b，以及

ϕ(t) : [ti−1, ti] ∋ t 7→ ϕ(t) , f ◦ γ(t) ∈ R

对其应用 Lagrange 中值定理，有

f ◦ γ(ti)− f ◦ γ(ti−1) = [Df(γ(µi))γ̇(µi)]∆ti, µi ∈ (ti−1, ti)

可有估计

|f ◦ γ(ti)− f ◦ γ(ti−1)| = |Df(γ(µi))γ̇(µi)|∆ti 6 |Df(γ(µi))|Rm |γ̇(µi)|Rm ∆ti

6 sup
γ

|Df(x)|Rm |γ̇(µi)|Rm ∆ti, i = 1, · · · , N

由此可有

|f(B)− f(A)| =

∣∣∣∣∣
N∑
i=1

[f ◦ γ(ti)− f ◦ γ(ti−1)]

∣∣∣∣∣ 6 sup
γ

|Df(x)|Rm

N∑
i=1

|γ̇(µi)|Rm ∆ti

取极限 |P | → 0，即有

|f(B)− f(A)| 6 sup
γ

|Df(x)|Rm

∫ b

a
|γ̇(t)|Rm dt

1.3 基于单参数曲线化的向量值映照的有限增量估计

定理 1.4 (向量值映照有限增量估计). 定理：设 γ ⊂ Rm 为 f(x) ∈ Rn 之定义域 Dx 中连

接 A 和 B 二点的光滑曲线，f(x) 在 γ 上可微，则有估计，

|f(B)− f(A)|Rn 6 sup
γ

|Df(x)|Rn×m |γ|

此处，|γ| 代表曲线的弧长。

分析：考虑上述一致的连接曲线及分割。考虑如下的函数

ϕ(t) : [ti−1, ti] ∋ t 7→ ϕ(t) ,
n∑

α=1

fα ◦ γ(t) [fα ◦ γ(ti)− fα ◦ γ(ti−1)]

对其利用 Lagrange 中值定理有

ϕ(ti)− ϕ(ti−1) ,
n∑

α=1

[fα ◦ γ(ti)− fα ◦ γ(ti−1)]
2 = |f ◦ γ(ti)− f ◦ γ(ti−1)|2Rn

=

n∑
α=1

m∑
β=1

[
∂fα

∂xβ
(γ(µi))ẋ

β(µi)

] [
fα ◦ γ(ti)− fα ◦ γ(ti−1)

]
∆ti

=
[
(f ◦ γ(ti)− f ◦ γ(ti−1))

T Df(γ(µi))γ̇(µi)
]
∆ti

6 |f ◦ γ(ti)− f ◦ γ(ti−1)|Rn |Df(γ(µi))|Rn×m |γ̇(µi)|Rm ∆ti

2



微
积
分
讲
稿
谢
锡
麟

高维微分学——有限增量公式 谢锡麟

亦即有估计

|f ◦ γ(ti)− f ◦ γ(ti−1)|Rn 6 |Df(γ(µi))|Rn×m |γ̇(µi)|Rm ∆ti

6 sup
γ

|Df(x)|Rn×m |γ̇(µi)|Rm∆ti

由此可有

|f(B)− f(A)|Rn =

∣∣∣∣∣
N∑
i=1

[
f ◦ γ(ti)− f ◦ γ(ti−1)

]∣∣∣∣∣
Rn

6
N∑
i=1

|f ◦ γ(ti)− f ◦ γ(ti−1)|Rn

6 |Df(γ(µi))|Rn×m

N∑
i=1

|γ̇(µi)|Rm ∆ti

取极限 |P | → 0，即有

|f(B)− f(A)|Rn 6 sup
γ

|Df(x)|Rn×m

∫ b

a
|γ̇(t)|Rm dt

2 应用事例

3 建立路径

• 区别于一般基于单参数直线化的处理，我们成功实现基于单参数曲线化的处理，获得了一般
多维函数与一般向量值映照的有限增量估计，当连接曲线为直线时则为一般教程中的结果

形式。分析上，首先将连接曲线分成若干段，每段上获得有限增量估计，然后基于 Riemann
积分有关理论获得最终结果。

• 基于相关分析，让学生感悟基于已有的分析方法获得新结果的一种过程。引导学生真正理
解和掌握数学分析中基本的思想及方法（可称为“微积分或数学分析原理”，相比于具体结

论更为本质和更有意义），综合应用这些具有基础意义的思想及方法可能获得新的结论。
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