
第7章 生成函数与递推关系

7.1   幂级数型生成函数

（多重集的组合）

7.2   指数型生成函数

（多重集的排列）

7.3   递推关系



引言

1.  生成函数(母函数)
生成函数(称为母函数)是组合数学中的一
个重要内容，可用来求解组合计数问题。



1)例: 
(1+a1x)(1+a2x)……(1+anx)

=1+(a1+a2+……+an)x+(a1a2+a1a3+……+an-
1an)x2+……+ a1a2……anxn

x的系数为a1+a2+……+an; 
/* 包含从{ a1, a2, ……, an }中取一个组合的全体 */

x2的系数为a1a2+a1a3+……+an-1an;
/*包含从{ a1, a2, ……, an }中取两个组合的全体 */

x3的系数为a1a2a3+a1a2a4+……+an-2an-1an;
/*包含从{ a1, a2, ……, an }中取三个组合的全体 */

…………
xn的系数为a1a2……an;

/*包含从{ a1, a2, ……, an }中取n个组合的全体 */



若令a1=a2=……=an=1, 则(1+x)n=1+ C(n, 
1)x+C(n, 2)x2+……+C(n, n)xn

(1+x)n=
C(n, k)：从{ a1, a2, ……, an }中取k个的组
合数。
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2)例：

(1+x)m(1+x)n=(1+x)m+n

左式=[C(m, 0)+C(m, 1)x+……+C(m, m)xm][C(n, 
0)+C(n, 1)x+……+C(n, n)xn]
右式= [C(m+n, 0)+C(m+n, 1)x+……+ C(m+n, 
m+n)xm+n]
展开左式，得：

C(m, 0)C(n, 0)+[C(m, 1)C(n, 0)+ C(m, 0)C(n, 
1)]x+ [C(m, 2)C(n, 0)+ C(m, 1)C(n, 1)+C(m, 
0)C(n, 2)]x2+……+C(m, m)C(n, n)xm+n



比较对应项的系数，得：

C(m+n, 1)=C(m, 1)C(n, 0)+ C(m, 0)C(n, 1)
C(m+n, 2)= C(m, 2)C(n, 0)+ C(m, 1)C(n, 1)+ 

C(m, 0)C(n, 2)
……………
一般有：

C(m+n, r)=C(m, 0)C(n, r)+C(m, 1)C(n, r-
1)+……+C(m, r)C(n, 0)
/*Vandermonde恒等式*/



2.  生成函数(母函数)的定义
对于序列a0, a1, a2, ……，定义

a0+a1x+a2x2+……为序列a0, a1, a2, ……的生成
函数(母函数)。
例如： (1+x)n是C(n, 0), C(n, 1), C(n, 
2), ……, C(n, n)的生成函数(母函数)。



3.  生成函数(母函数)的实例

有红球两只，白球、黄球各一只，
有多少种不同的组合方案？设r, w, y分别
代表红球，白球和黄球。



解题思想：

红球不取（r0=1），取1只（r1=r），取2只（r2）；

黄球不取（y0=1），取1只（y1=y），

白球不取（w0=1），取1只（w1=w），

根据乘法原理：

(1+r+r2)(1+w)(1+y)
=1+(r+w+y)+(r2+ry+rw+yw)+(r2y+r2w+rwy) 

+r2yw
取一个球的组合数为3： r，w，y
取两个球的组合数为4： r2，ry，rw，yw
取三个球的组合数为3： r2y，r2w，rwy
取四个球的组合数为1： r2yw



许多组合学计数问题依赖于一个整数参数n。
这个参数n常常表示问题中某个基本集或多重
集的大小、组合的大小、排列中的位置等。因
此一个计数问题常常不是一个孤立的问题而是
一系列的单个问题。

例：令hn表示{1, 2, …, n}的排列数。hn=n!，
于是得到数列h0, h1, h2, …, hn, …。对于这个数
列，一般项hn=n!，通过选择n为一个特定的整
数可以得到这个问题的一个实例。如：h5=5!。



一个整数参数的某些计数问题的代数
求解方法，或者导致一个显式公式，或者
归结为一个函数，即生成函数，它的幂级
数的系数给出计数问题的解。



7.1   幂级数型生成函数

一、实例

二、生成函数的定义

三、形式幂级数的运算性质

四、用生成函数来求多重集的r-组合数



一、实例

6章提到：

求多重集S={n1·a1,n2·a2,…,nk·ak}
(n=n1+n2+…+nk)的r-组合数时，当对一
切i=1,2,…,k有nir时，有计算公式
N=C(k+r-1, r)；而当r<n，且存在某个
ni<r, 利用容斥原理予以解决。



利用组合模型来模拟多重集的r-组合数。

例：设有n个标志为1,2,…,n的网袋，第i个
(i=1,2,…n)网袋里放有ni个球。不同网袋里的
球是不同的，而同一网袋里的球则是没有差
别的，认为是相同的。



多重集S的一个6-组合a1a1a3a3a3a4就相应
于从第1个网袋里取2个球，第3个网袋里取3
个球，第4个网袋里取1个球。

从第1个网袋里取2个球，第3个网袋里取
3个球，第4个网袋里取1个球。就对应了S的
一个6-组合a1a1a3a3a3a4。



多重集S的r-组合数就等于从n个网袋里
取r个球的取法数。用x代表球，xi1代表从第1
个网袋里取i1个球，xi2代表从第2个网袋里取
i2个球，…, xik代表从第k个网袋里取ik个球。

i1,i2,…,ik 个满足条件 i1+i2+…+ik=r(ijnj,j=1,
2, …, k)。故xi1xi2…xik=xi1+i2+…+ik=xr就对应了
多重集S的一个r-组合。因为给出1个xr的构
成就等于给出了多重集S的一个r-组合，所以
xr的系数就是多重集S的r-组合数。

利用上述方法就得到了求组合数的方法，
就称为生成函数法。



二、生成函数的定义

定义7.1：设a0,a1,…,an,…是一个数列，构
造 形 式 幂 级 数 f(x)=a0+a1x+a2x2+…+
anxn+…,称f(x)是数列a0,a1,…,an,…的生成函
数，且两个形式幂级数

相等当且仅当对
每个i，有ai=bi。
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对于有限序列，可看成自某项后全为 0 
的无穷序列。



为什么称为形式幂级数？

根据高等数学，作为幂级数要讨论
它们的收敛范围，即当x在收敛范围内取
值时，幂级数才会收敛于某个函数f(x)。
而这里，x仅是记号，并不需要赋值，从
而也不需要考虑收敛范围，故称为形式
幂级数，而x也称为形式变元。



三、形式幂级数的运算性质

定理7.1：设数列{an},{bn},{cn}的生成函
数分别是 f(x), g(x)和h(x)，r为常数。

(1)如果bn=ran，则g(x)=rf(x)。
(2)如果cn=an+bn，则h(x)=f(x)+g(x)。
(3)  如果

则h(x)=f(x)*g(x)。
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(8)如果bn=rnan，则g(x)=f(rx)。
(9)如果bn=nan，则g(x)=xf '(x)。



(10) 
x

n
n 0

a 1
如果b = ，则g(x)= f(x)dx。

n+1 x



/*证明思想：定义7.1*/



例7.1
(1)设有质量分别为n1克，n2克，…, nk克
的k个砝码。现要用天平称i克的物体，物
体放在左边，砝码放在右边，共有多少
种不同称法? 



(2)用质量分别为1克，2克，4克，8克，
16克的5个砝码，在天平上能称几种质量
的物体？每种质量的物体有几种不同的
称法? 



(3)用2个质量为1克，3个质量为2克，2
个质量为5克的砝码在天平上能称几种质
量的物体?且每种质量的物体有几种不同
的称法? 



解：(1)

设有ai种方法称i克物体。K个形式幂集数
的积为(1+xn1)(1+xn2)……(1+xnk)。该展开式中
的xi幂来源于xm1xm2…xmk=xi，m1+m2+…+mk=i,
mj{0, nj}。

其中第一个括弧提供m1次幂，第二个括弧
提供m2次幂，…，第k个括弧提供mk次幂，

mj=0(x0=1)表示nj克砝码没有用上，mj=nj表示nj
克砝码用上了，因此展开式中xi的系数恰好是
称i克物体的方法数，故有：
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(2)设质量r克物体有ar种称法，则数列{ar}的生成函
数是f(x)=(1+x)(1+x2)(1+x4)(1+x8) (1+x16),
/*1+x表示砝码为1克的或者不取或者取,取了就是1
克, 1+x16表示砝码为16克的或者不取或者取,取了
就是16克*/
(1-x)f(x)

=(1-x)(1+x)(1+x2)(1+x4)(1+x8)(1+x16)
=1-x32。

所以f(x)=(1-x32)/(1-x)=1+x+x2+…+x31。

因为xi前面系数都是1，这表明凡是不超过 31 克的
物体都能用给定的 5 个砝码称出，且每个恰有一种
称法。



(3)设质量r克物体有ar种称法，则数列{ar}的生成函
数是f(x)

=(1+x+x2)(1+x2+(x2)2+(x2)3)(1+x5+(x5)2)）
/* 1+x+x2表示2个质量为1克的砝码或者不用(x0=1)，
或者用1个(x1=x)，或者用2个(x2)*/

=1+x+2x2+x3+2x4+2x5+3x6+3x7+2x8+2x9+
2x10+3x11+3x12+2x13+2x14+x15+2x16+x17+x18。

/*表明凡是质量不超过 18 克的物体都能用给定的
砝码称出。其中质量为 1, 3, 15, 17, 18克的只有一
种称法，质量为 2, 4, 5, 8, 9, 10, 13, 14, 16克的
物体有2种称法，而质量为 6, 7, 11, 12克的物体有
3种称法。*/



四、用生成函数来求多重集的r-组合数

例7.2：设多重集S={ ·a1,  ·a2, …,  ·ak}，S
的r-组合数是ar=C(r+k-1, r)，它也是方程
x1+x2+…+xk=r的非负整数解的个数。现用生
成函数的方法求ar。



设{ar}的生成函数为f(y)，构造幂级数(1+y+y2+…)k

/* (1+y+y2+…)表示ai可以不取,取1个,2个… */

展开该式， yr幂来源于 yx1yx2…yxk= yx1+x2+…+xk,
x1+x2+…+xk=r ， 其 中 yx1 来 自 第 一 个 因 式
(1+y+y2+…)，yx2来自第二个因式(1+y+y2+…)，…，
yxk来自第k个因式(1+y+y2+…)，且x1, x2, …, xk为非
负整数。因此展开式中yr的系数对应了不定方程
x1+x2+…+xk=r的非负整数解的个数。故所构造的
幂级数就是{ar}的生成函数f(y)。由推论6.4可得:

所以ar=C(k+r-1, r) 0
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设多重集S={n1·a1, n2·a2, …, nk·ak}，S的r-
组合数 ar 就相当于方程 x1+x2+…+xk= r
(x1n1, x2n2, …, xknk)的非负整数解的组
数。设{ar}的生成函数为f(y)，类似可以得
到：

f(y)=(1+y+y2+…+yn1)(1+y+y2+…+yn2)…(1
+y+y2+…+ynk)，则 f(y)的展开式中yr的系
数ar就是所求的S的r-组合数。



例7.3:   设S={ ·a1,  ·a2, …,  ·ak}，求S
的每个元素只出现偶数次的r-组合数ar。

解：令{ar}的生成函数是f(y)，因为要求S
的每个元素只出现偶数次，则对a1来讲，
或者不出现，或者是2，4，6，…其他也

类似。故生成函数为：

f(y)=(1+y2+y4+…)k=1/(1-y2)k

=1+ky2+C(k+1,2)y4+…+C(k+n-1,n)y2n+…
所以有 ( /2 1, /2) 2 ( 0,1,...)

0 2 1( 0,1,...)r
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例7.4：求 x1+x2+x3=5(0x1,0x2,1x3)的
整数解组数。

解：令x3’=x3-1，则原问题即为求在约束
条件0x1, 0x2, 0x3’下x1+x2+x3’=4的非
负整数解组数。解的组数为a4, {ar}的生
成函数是

所以有a4=C(4+2, 4)=15。
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7.2 指数型生成函数

1.问题提出：用生成函数解决排列问题

a1, , an互不相同，n个元素a1, , an的
全排列：n！。

如果其中a1重复n1次，全排列：n!/n1!。
如果其中a1重复n1次，a2重复n2次，……，

如果其中ah重复nh次， n1+n2+……+nh =n;全
排列：
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例：8个元素中a1重复3次，a2重复2次， a3
重复3次，从中取r个组合。

解：(1+x1+x1
2+x1

3)(1+x2+x2
2)(1+x3+x3

2+x3
3)

=[1+(x1+x2)+(x1
2+x1x2+x2

2)+(x1
3+ x1

2x2+ 
x1x2

2)+ (x1
3x2+ x1

2x2
2)+ x1

3x2
2] (1+x3+x3

2+x3
3)



展开式中4次方项为:
x1x3

3+ x2x3
3+ x1

2x3
2+ x1x2x3

2+ x2
2x3

2+ x1
3x3+ 

x1
2x2x3+x1x2

2x3+ x1
3x2+ x1

2x2
2

x1x3
3项表示1个a1, 3个a3; x1x2

2x3项表示1个
a1, 2个a2, 1个a3;

x1x3
3对应的排列数为4!/1!3!, x1x2

2x3对应的
排列数为4!/1!2!1!.



取4个元素的排列数为:

1 1 1 1 14!(
1!3! 1!3! 2!2! 1!1!2! 2!2!
1 1 1 1 1 )

3!1! 2!1!1! 1!2!1! 3!1! 2!2!
4 3 34!( ) 16 18 36 70
3! 2!2! 2!
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指数型生成函数:
2 3 2

2 3

2 3 4 5

6 7 8

2 3 4

5 6 7 8

( ) ( 1 ) ( 1 )
1 ! 2 ! 3 ! 1 ! 2 !

( 1 )
1 ! 2 ! 3 !

9 1 4 3 5 1 71 3
2 3 1 2 1 2

3 5 8 1
7 2 7 2 7 2

1 3 9 2 8 7 0
1 ! 2 ! 3 ! 4 !

1 7 0 3 5 0 5 6 0 5 6 0
5 ! 6 ! 7 ! 8 !

x x x x xf x

x x x

x x x x x

x x x

x x x x

x x x x
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取4个的排列数为

取5个的排列数为

35 354! 4 3 2 70
12 12
    

175! 10 17 170
12
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2. 定义7.2:设a0, a1, , an, 是一个数列，
构造形式幂级数

称f(x)是数列a0,a1,,an,的指数型生成
函数。
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定理7.2：设an, bn的指数生成函数分别为
fe(x)和ge(x)，则：

其中

0
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例：数列1, 1, ……, 1, ……的指数型生成函
数为:

2

0
1 ......

1! 2! !
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k
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3. 指数型生成函数来解决多重集的排列问题

定理7.3：
设有限多重集S={n1·a1, n2·a2, …, nk·ak}，

且n=n1+n2+…+nk，对任意的非负整数r，r为S
的r-排列数，则数列r的指数型生成函数为：
g(x)=gn1(x)·g n2(x)·…·gnk(x)，其中gni(x)=1+x+ 
x2/2! + …+xni/ni!, i=1,2,…,k。



证明思想：要证明r的指数型生成函数
为gn1(x)·g n2(x)·…·gnk(x)，关键是证明
gn1(x)·gn2(x)·…·gnk(x)的展开式中项xr/r!的
系数就是r。



证明：

/*考察gn1(x)·g n2(x)·…·gnk(x)的展开式中项xr/r!的
情况。*/

xr的项为下述项之和

其中m1+m2+……+mk=r, 0mini, i=1, 2, …, k.

1 2

1 2

. . . . . .
! ! !

kmm m

k

x x x
m m m
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上式可以写成:

所以在g(x)的展开式中 的系数是:

1 2 ......

1 2 1 2
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这里求和是对方程m1+m2+……+mk=r, 0mini, 
(i=1, 2, …, k.)的一切非负整数解进行求和的。又
因为对固定的m1，m2，……，mk，
就是S的r元子集{m1·x1, m2·x2, …, mk·xk}的全排列数。

故ar就是S的所有r元子集的全排列数之和，即S的
r-排列数。所以g(x)的展开式中的 的系数ar
就是多重集S的r-排列数。
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例7.5：设有6个数字，其中 3 个数字 1, 2个数
字6, 1个数字8，问能组成多少个四位数?
解：这实际上是求S={3·x1,2·x2,1·x3}中取4个的
多重集排列数问题。其指数型生成函数为：
g(x)
=(1+x+x2/2!+x3/3!)(1+x+x2/2!)(1+x)
=1+3x+8(x2/2!)+19(x3/3!)+38(x4/4!)+60(x5/5!)+
60(x6/6!)
由此可得a4=38，即可组成38个四位数。
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例：求1，3，5，7，9这5个数字组成的
n位数个数，要求其中3和7出现的次数为
偶数，其他数字出现的次数无限制。

解：
2 4 2

2 3

3,7 1,5,9

2 4
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7.3   递推关系
1. 递推综述

递推关系是离散变量之间变化规律
中常见的一种方式，与生成函数一样是解
决计数问题的有力工具。

对数列{un}, 如从某项后，un前k项可
推出un的普遍规律，就称为递推关系。

利用递推关系和初值在某些情况下
可以求出序列的通项表达式un，称为该递
推关系的解。



2. 递推关系实例

1)   例7.6：13 世纪初意大利数学家
Fibonacci 研究过著名的兔子繁殖数目问
题: 设一对一雌一雄小兔刚满2个月时，
便可繁殖出一雌一雄一对小兔。以后每
隔1个月生一对一雌一雄小兔。由一对刚
出生的小兔开始饲养到第n个月，有多少
对兔子? 



解：设第n个月有Fn对兔子，它由两部分组成:
(1)新生出的小兔，其数目等于能生小兔的大兔
对数目，由于小兔满两个月才能繁殖，故数目为
第(n-2)个月时的兔对数目，即为Fn-2。

(2)原有小兔，其数目等于上月(即第 n-1个月)的
兔对数目，即为Fn-1。

因此可建立如下的递推关系:
Fn=Fn-2+Fn-1，并有初始条件：F1=F2=1。即这
是一个带有初值的递推关系。
/*满足这种递推关系的数列称为Fibonacci数列*/



2)  例7.7：设多重集S={ ·a,  ·b,  ·c}，
求a不相邻的n-排列数。



解: 设a不相邻的n-排列数为an。

则a1=3, a2=32-1=8 /*减1是为了减去aa*/
当n≥3时，a不相邻的所有n-排列可分为互不相容的
两类:
(1)第一个位置排b或c，剩下的n-1个位置a不相邻，
由an的定义知，a不相邻的(n-1)-排列数为an-1，根据
乘法原则，这类排列数为2an-1。

(2)第一个位置排a，则第二个位置只能排b或c，而
剩下的n-2个位置a不相邻，由an的定义知，a不相邻
的(n-2)-排列数为an-2，根据乘法原则，这类排列数
为2an-2。由加法原则知，a不相邻的n-排列数为:
an=2an-1+2an-2，并有初始条件:a1=3, a2=8, 即这是
一个带有初值的递推关系。



思想总结：分而治之



3.   两种求解递推关系的方法

1)     求解常系数线性递推关系的特征根
方法



（1）定义7.3
数列{an}满足递推关系an=h1an-1+h2an-2

+ …+hkan-k, hi为常数， i=1, 2, …, k, n≥k,
hk≠0，称该递推关系为an的k阶常系数线性
齐次递推关系。

形如an=h1an-1+ h2an-2+…+hkan-k+f(n),
hi为常数，i=1, 2, …, k, n≥k, hk≠0，称该递
推关系为an的k阶常系数线性非齐次递推关
系。



k阶常系数线性齐次递推关系与微分
方程 y(k)=h1y(k-1)+h2y(k-2)+…+hky， hi为常
数（ i=1, 2, …, k,）在结构上类似；

k阶常系数线性非齐次递推关系与微
分方程 y(k)=h1y(k-1)+h2y(k-2)+…+hky+f(n)，
hi为常数,(i=1,2,…,k)在结构上也类似；

求解方法也与相应的微分方程类似。



（2）求解方法

求解常系数线性递推关系的基本方
法是寻找形如an=rn的解。

an=rn是an=h1an-1+h2an-2+…+hkan-k的解，
rn=h1rn-1+h2rn-2+……+hkrn-k的等价方程rk-
h1rk-1-h2rk-2-……-hk=0。

这个方程称为该递推关系的特征方
程，方程的解称为该递推关系的特征根。



（3）定义7.4:

方程xk-h1xk-1-h2xk-2-…-hk=0称为k阶
常系数线性齐次递推关系的特征方程,它
的k个根 q1,q2,…,qk称为该递推关系的特
征根。其中qi(i=1,2,…,k)是复数。



定理7.4.
an=qn, q≠0是常系数线性齐次递推关

系的解的充要条件是: q是该递推关系的
特征根。



定理7.5:
若k阶常系数线性齐次递推关系的特

征方程有k个互异的特征根: q1,q2,…,qk，
则该递推关系的通解为: an=c1q1

n+c2q2
n 

+…+ckqk
n, 其中c1,c2,…ck为任意常数。



例7.8   求例7.7的带初值递推关系的解。

解：例7.7的递推关系的特征方程为：x2-2x-
2=0, 其根为：

由定理7.5，递推关系的通解为：

1 21 3, 1 3q q   

1 2(1 3) (1 3)n n
na c c   



要满足初值条件，故有：

1 2

2 2
1 2

1 2

(1 3 ) (1 3 ) 3

(1 3 ) (1 3 ) 8

5 3 1 5 3 1,
6 3 6 3

c c

c c

c c

    


   

 
 



所以，a不相邻的n-排列数为:

5 3 1 5 3 1(2 3) (2 3)
6 3 6 3

n n
na  
   



定理7.6:若k阶常系数线性齐次递推关系
的特征方程有t个互异的特征根: q1, q2, …,
qt，m1, m2, …, mt为相应根的重数，且
m1+m2+…+mt=k, 则该递推关系的通解为:

其中cij为任意常数
(1≤j≤mi,1≤i≤t)为任意常数。

1
1 1

it m j n
n ij ii j

u c n q
 

  



例7.9 求解递推关系

an+an-1-3an-2-5an-3-2an-4=0, n4
a0=1, a1=a2=0, a3=2



解: 该递推关系的特征方程是x4+x3-3x2-5x-2=0,
其特征根是-1,-1,-1,2。由定理7.6得：

an=c11(-1)n+c12n(-1)n+c13n2(-1)n+c212n

代入初值得到以下方程组：

c11+c21=1
-c11-c12-c13+c21=0
c11+2c12+4c13+4c21=0
-c11-3c12-9c13+8c21=2



解此方程组得：

c1=7/9, c2=-13/16, c3=1/16, c4=1/8
故递推关系的解是：

an=7/9(-1)n-(13/16)n(-1)n+(1/16)n2(-1)n+(1/8)2n



(4) k阶常系数线性非齐次递推关系

k阶常系数线性非齐次递推关系的通解与
k阶常系数线性非齐次微分方程的通解类似,
也是齐次通解与特解之和，即：

an=a'n+a n
*

其中a'n是k阶常系数线性非齐次递推关系
所对应的 k 阶常系数线性齐次递推关系
an=h1an-1+h2an-2+…+hkan-k=0的通解，而a n

*

是k阶常系数线性非齐次递推关系的特解。



求解方法

对于a'n由定理7.6即得，故关键是a
n
*的求解。对于一般的f(n)没有普遍的解
法，在某些简单的情况下可用待定系数
法求出a n

*。



(1) 当f(n)是n的t次多项式时，对应的特解
形式为：

a n
*=P1nt+P2nt-1+…+Ptn+Pt+1，其中

P1, P2, …, Pt, Pt+1为待定系数。

(2)   当f(n)是 n的形式时，若不是对应的
齐次递推关系的特征根，则对应的特解是
P· n，其中P为待定系数；若是对应的齐
次递推关系的m重特征根，则对应的特解
是 P·nm ·n，其中P为待定系数。



例7.10:
求解递推关系an+2an-1=n+1, n1,

a0=2。



解:
该递推关系导出的齐次线性递推关系an+2an-1=0的
特征方程是x+2=0，其特征根是-2。由定理7.5知其
通解为a’n=c(-2)n；又因f(n)=n+1，故它的特解具有
形式a n

*=P1n+P2，其中P1, P2为待定系数。将其代
入原递推关系P1n+P2+2(P1·(n-1)+P2)=n+1，即：
3P1n+3P2-2P1=n+1，比较上式两端n的同次幂的系
数，得：P1=1/3, P2=5/9。因此，a n

*=(n/3)+5/9是原
递 推 关 系 的 特 解 。 而 它 的 通 解 是 an=c(-
2)n+(n/3)+5/9。要它满足初值，只须2=c+(5/9), 故
c=13/9 。 所 以 带 初 值 的 递 推 关 系 的 解 为 ：
an=(13/9)(-2)n+(n/3)+5/9



例: 求h(n)=2h(n-1)+1, 并有初始条件:h(1)=1
的递推关系

解: 特征根x=2, 所以h'(n)=c2n, 因为f(n)=1,
所 以 特 解 h*(n)=P1, 代 入 原 递 推 关 系
P1=2P1+1, 所以P1=-1. 因此h(n)=c2n-1. 因为
h(1)=1, 所以c=1. 故h(n)=2n-1.



例:求解下面递推关系的特解an=an-1+7n, 
n1.



解:该递推关系导出的齐次线性递推关系an-an-1=0的特
征方程是x-1=0，其特征根是1。因为f(n)=7n，如果设
特解为a n

*=P1n+P2, 代入原递推关系P1n+P2-P1(n-1)-
P2=7n，即：P1=7n，与P1为常量矛盾。其原因是当唯
一的特征根是1时, 若所设特解中n最高次幂与f(n)一样
时, 代入递推关系后, 等式左边的n最高次幂比右边的次
数低, 在此情况上, 采用升幂的方法,且可不设常数项.
令a n

*=P1n 2 +P2n, 代入原递推关系化简后得: 2P1n+P2-
P1=7n，比较上式两端n的同次幂的系数，得：2P1=7,
P2-P1=0，所以P2=P1=7/2。因此，a n

*=7n/2+7/2



1 2 3

0 1 2

4 5 2 2 , 3
4, 10, 9

n
n n n na a a a n

a a a
       


  



解：递推关系：an=4an-1-5an-2+2an-3, n3
(*), 特征方程x3-4x2+5x-2=0, 特征根
x1=x2=1, x3=2, 通解：an=c1+c2*n+c3*2n,
因为2是(*)的一重特征根，所以递推关系
an=4an-1-5an-2+2an-3+2n,(**)(n3)有形如
an=A*n* 2n的特解，其中A为常数。以
an=A*n* 2n代入(**)，得A*n* 2n=4*A*
（n-1)*2n-1-5*A*(n-2)*2n-2+2* A*(n-3)* 2n-

3 +2n, A=4



所以a=c1+c2*n+c3*2n+4*n*2n，由初始条
件
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例：
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解：递推关系an=7an-1-10an-2, n2 (*)
特征方程x2-7x+10=0，x1=2，x2=5，则(*)的通解
为an=c1*2n+c2*5n。因为3不是(*)的特征根，所
以递推关系an=7an-1-10an-2, n2 (**)有形如
an=A*3n特解，A为常数。以an=A*3n代入(**)，
得 A*3n =7*A*3n-1 –10*A*3n-2 –2* 3n-3 ， 即
9A=21A-10A-2，A=1。

an= c1*2n+c2*5n+3n。



由初始条件
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4. 生成函数方法求解递推关系

在求解递推关系时，生成函数法也是一个有
力的工具。用生成函数法求解递推关系的关
键是用f(x)表示an的生成函数，即：

然后将{an}的递推关系代入右边，便得到一
个关于f(x)的方程，解此方程，并将所得的
解展开成幂级数，就可得到 an 的表达式。

0
( ) n

nn
f x a x


 



例:用生成函数法求解递推关系:
an=an-1+9an-2-9an-3,n≥3
a0=0, a1=1, a2=2



解:设{an}的生成函数为：

f(x)=a0+a1x+a2x2+…+anxn+…
则：

-xf(x)=-a0x-a1x2+-a2x3…+anxn+1-…
-9x2f(x)=-9a0x2-9a1x3-9a2x4-…-9an-2xn-…
9x3f(x)=9a0x3+9a1x4+…+9an-3xn+…



以上四式相加得：

(1-x-9x2+9x3)f(x)=a0+(a1-a0)x+(a2-a1-9a0)x2+(a3-a2-9a1+9a0)
x3 + …+(an-an-1-9an-2+9an-3)xn+…
因为a0=0,a1=1, a2=2，且当n≥3时, an-an-1-9an-2+ 9an-3=0，
(an=an-1+9an-2-9an-3)
所以有：

(1-x-9x2+9x3)f(x)=x+x2

即：f(x)=(x+x2)/(1-x-9x2+9x3)
=(x+x2)/((1-x)(1+3x)(1-3x))

1 1 1 1 1 1
4 1 12 1 3 3 1 3x x x

      
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而1/(1-x)=1+x+x2+…+xn+…；

1/(1+3x)=1-3x+32x2-…+(-1)n3nxn+…；

1/(1-3x)=1+3x+32x2+…+3nxn+…；

因此有：
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作业: 2, 3, 4, 5, 7, 8,  10, 12, 14(1)(3), 
15




