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Chapter 12 球坐标系下的分离变量法 

Legendre 多项式和球谐函数 

Abstracts 

正交曲线坐标系及在此坐标系下 Laplace算术的表示； 

 球极坐标系下的变量分离法及由此得出的特殊函数（例如， 

Legendre 函数、连带 Legendre 函数和球谐函数等）。 

函数空间概念(复习) 

3D：基矢： je  1,2,3j  ；正交： i j ije e   ；表示： 1 1 2 2 3 3x x e x e x e   , 

这是 3D Euclid space，直观、简单、符合常识。 

(3+1)D：是加 t ，还是加 4ite ，如何去加？时空观的变革：相对运动，不但有

了相对时空位置，还有了 scaling（标尺）、不变性和时空弯曲等概念。 

n D：基矢是 ( )j x  1,2,3, ,j n  ，带权  x 的正交归一性如下： 

     * di j ijx x x x      D：Hilbert space. 基矢亦是函数，并且 straight 

scalingcurve scaling.j：quantum numbers. 抽象、复杂、冲破常识！ 

对于任意函数 ( ),f x 只要其定义域与 ( )j x 的相同，总有    
1

,n n

n

f x c x




  

其中            * *

1

m n m n m

n

x x x f x c x x x x c    




  d d is a representation! 

当 ( )f x 已知时， nc 是上式；当 ( )f x 是 ( )n x 的线性组合时， nc 是其系数。 

1． n D向量空间: 有 n D向量的集合. 

1) 表述： n 个独立的单位矢量 1 2,, , , ne e e   排成基向量，选 je 为正交归一基

矢，即 i j ije e   ，则
1

n

j j

j

x x e


 和 j jx x e  （在 je 上的坐标值—表示）。 

2) 内积：   *

1

, .
n

j j

j

x y x y x y


    

3) 模方：  
2 2*

1 1

, .
n n

j j j

j j

x x x x x x
 

     

4) 基矢的完备性：n D空间有 1D矢量系 je  1,2, ,j n  ，若不能在此空间
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找出一个简单向量 f ，使 f 与 je 正交，则称为完备系，
1

n

j j

j

x x e


 . 

2．函数空间（Hilbert space）：在域  ,x a b 上分段连续、平方可积的函数

 x [ *( ) ( ) ( )d
b

a
x x x x   有限]的集合所排成的空间称为 Hilbert space. 

1) 正交函数系：如①  0,x l 内的 sin
n

x
l

  
  

  
和 cos ,

n
x

l

  
  

  
 

②  ,x l l 内的 1,cos ,sin
n n

x x
l l

     
    

    
均为完备基。 

一般带权正交函数系的定义：设      1 2, , , ,nx x x   ,在  ,x a b 上有 

          * 2,
b

m n m n n mn
a

x x x x x x N       d ， 

则称   n x 是在  ,x a b 上的带权 [   0x  ]正交函数系 。把

            
2* 2,

b

n n n n n n
a

x x x x x x x N        d 称为模之平方，若

2 1nN  （对于所有的 n ）称为   j x 为正交归一函数系
 n

n

x

N

 
 
 

 

(A set of orthogonal complete normalized function bases). 

2) 广义 Fourier 展开(expansion)：若  n x 是  ,x a b 上的正交完备系，则

 ,x a b 上任意分段连续（平方可积）的函数  f x 均可表示为 

   
1

,n n

n

f x c x




  其中 
   

   

*

*

( )
.

( )

b

n
a

n b

n n
a

f x x x x
c

x x x x

 

  





d

d
 

一、 正交曲线坐标系 

1．从直角坐标系到正交曲线坐标系 

球坐标系 ),,( r 关系: 

sin cos ,

sin sin ,

cos .

x r

y r

z r

 

 







 

 

柱坐标系 ),,( z 关系: 

cos ,

sin ,

.

x

y

z z
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一般曲线坐标系 ),,( 321 qqq 关系:

1 2 3

1 2 3

1 2 3

( , , ),

( , , ),

( , , ),

x x q q q

y y q q q

z z q q q





 

 

满足 Jacobi 行列式
1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

/ / /
( , , )

/ / / 0 ( ).
( , , )

/ / /

x q x q x q
x y z

y q y q y q
q q q

z q z q z q

     


       


     

变换条件  

如果三族坐标线是处处相互正交的，则称这种坐标系为正交曲线坐标系。 

如何判断一个坐标系是否为正交坐标系？可以通过计算弧元长度: 

       
2 2 2 2

2

1 2 3

1 2 3

2

1 2 3

1 2 3

2

1 2 3

1 2 3

, 1,2,3

d d d d

d d d

d d d

d d d

d d ,ij i j

i j

s x y z

x x x
q q q

q q q

y y y
q q q

q q q

z z z
q q q

q q q

g q q


  

   
   

   

   
   

   

   
   

   

 

 

其中，
jijiji

jiij
q

z

q

z

q

y

q

y

q

x

q

x
gg


























 . 如果 ijiiij gg  ，则称此坐标系

为正交曲线坐标系。这是因为沿坐标轴 iq 的弧元长度为d di i is h q ，而 iii gh 

称为坐标曲线 iq 的度规因子； 2 2 2 2 2 2 2

1 1 2 2 3 3(d ) (d ) (d ) (d ) .s h q h q h q    如果 

2d d ( d ) ,ij i j i i ijg q q h q  即各个坐标曲线的相互投影为零，则它们之间相互正交。 

例如，对于球坐标系， 

       

 

 

 

     

2 2 2 2

2

2

2

2 2 22 2 2

d d d d

sin cos d cos cos d sin sin d

sin sin d cos sin d sin cos d

cos d sin d

d d sin d .

s x y z

r r r

r r r

r r

r r r

       

       

  

  

  

  

  

 

  

 

球坐标系是正交曲线坐标系， 111  ghr ， rgh  22 ，  sin33 rgh  . 
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对于柱坐标系， 

       

     

     

2 2 2 2

2 2 2

2 2 22

d d d d

cos d sin d sin d cos d d

d d d .

s x y z

z

z

         

  

  

    

  

柱坐标系也是正交曲线坐标系，且 

111  gh ，
22h g   ， 133  ghz . 

2． 函数在正交曲线坐标系中的表达式 

在直角坐标系中， )()()()( zzyyxxrr  


. 

设 r 

点对应于直角坐标系  zyx  ,, 的新坐标为  321 ,, qqq  ，即 















),,(

),,(

),,(

321

321

321

qqqzz

qqqyy

qqqxx

，并设 ),,( zyxf 在点  zyx  ,, 附近为连续的任意函数，

按 函数的定义，有 

( , , ) ( ) ( ) ( )d d d ( , , ).f x y z x x y y z z x y z f x y z            

左边的积分可以作变量代换，而右边的函数作上述变量代换，有 

 

 

1 2 3 1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3

1 2 3

( , , ), ( , , ), ( , , ) ( ) ( ) ( )

( , , )
d d d ( , , ), ( , , ), ( , , ) .

( , , )

f x q q q y q q q z q q q x x y y z z

x y z
q q q f x q q q y q q q z q q q

q q q

      


         




 

另一方面，由 函数的定义，又有 

 

 

1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 1 2 2 3 3

1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3

( , , ), ( , , ), ( , , ) ( ) ( ) ( )

d d d ( , , ), ( , , ), ( , , ) .

f x q q q y q q q z q q q q q q q q q

q q q f x q q q y q q q z q q q

      

         


 

比较上面两式，由于 f 是任意函数，得到 

1 1 2 2 3 3

1 2 3

( , , )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),

( , , )

x y z
x x y y z z q q q q q q

q q q
     


           


 

即在一般正交曲线坐标系中， 函数的表达式为 

1 1 2 2 3 3

1 2 3

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) .

( , , )

( , , )

q q q q q q
x x y y z z

x y z

q q q

  
  

    
     





 

在正交曲线坐标系中，由六个面 333222111 d,,d,,d, qqqqqqqqq  所构
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成的体积元为
1 2 3 1 2 3 1 2 3

1 2 3

( , , )
d d d d d d d .

( , , )

x y z
q q q h h h q q q

q q q



 


 

因此，
321

332211 )()()(
)()()(

hhh

qqqqqq
zzyyxx





 .       

球坐标系中， 1rh ， rh  ，  sinrh  , 






sin

)()()(
)()()(

2r

rr
zzyyxx


 . 

柱坐标系中， 1h ，  h ， 1zh , 






)()()(
)()()(

zz
zzyyxx


 . 

平面极坐标系中， 1h ，  h , 






)()(
)()(


 yyxx . 

由体积元 1 2 3 1 2 3d d d dh h h q q q  知道，球坐标系中体积元为 2d sin d d ,r r    权重

函数分别为 2( ,sin ,1).r  柱坐标系中体积元为 d d d ,z   权重函数分别为 ( ,1,1).  

3．场量的梯度(grade: u )，散度(divergence: A )，旋度(rotation: A )和

Laplace 算符 2 等在正交曲线坐标系中的表达式 

（1）标量  321 ,, qqqu 的梯度 u 是一个矢量，在直角坐标系中的表达式是 

k
z

u
j

y

u
i

x

u
u ˆˆˆ














 ， 

其中 kji ˆ,ˆ,ˆ 分别是 3D 实空间中三个坐标轴的单位矢量。 

    在一般正交曲线坐标系中， u 的三个分量定义为沿三条坐标轴的变化率

is

u




，如以 iê  3,2,1i 分别表示点 ),,( 321 qqq 沿三条坐标线的单位矢量，就有 


 









3

1

3

1

ˆ
1

ˆ
i

i

iii

i

i

e
q

u

h
e

s

u
u . (Note: d d )i i is h q  
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（2）矢量
332211321
ˆˆˆ),,( eAeAeAqqqA 


的散度 A


 是一个标量，定义为： 

以 S 记体积元的边界面， S


d 表示大小为 Sd ，方

向为面积元外法线方向的矢量，则  
S

dSA

是 A



通过边界面 S 的通量，而 1 2 3( , , )a q q q 点的散度是 

d / d
S

A A S     . 

通过坐标面 1q 的通量是   
1

33221 dd
q

qhqhA ， 

通过坐标面 11 dqq  的通量是  
11 d33221 dd

qq
qhqhA


； 

通过坐标面 2q 的通量是   
2

33112 dd
q

qhqhA ， 

通过坐标面 22 dqq  的通量是  
22 d33112 dd

qq
qhqhA


； 

通过坐标面 3q 的通量是   
3

22113 dd
q

qhqhA ， 

通过坐标面 33 dqq  的通量是  
33 d22113 dd

qq
qhqhA


. 

因此， 

     
1 2 31 2 3 1 2 3 2 3 1 3 1 2

1 2 3 1 2 3

1
.q q qA A A A A h h A h h A h h

h h h q q q

   
        

   
 

 

（3）矢量 332211321
ˆˆˆ),,( eAeAeAqqqA 


的旋度 A


 是一个矢量，它在 1̂e 方向

的分量  1A


 定义为：以 l 记坐标面 1q 上的面积元 33221 ddd qhqhS  的边界线，

其走向是关于 1̂e 成右手螺旋的，则   1
1

d / d .
l

A A l S    因为， 

       

   

3 2 2 3 3 2

( ) ( )( ) ( )

2 2 2 3 3 3 2 2 2 3 3 3d d

3 3 2 2 2 3

2 3

d d d d d

d d ,

cd daab bc

q q q q q ql
A l A h q A h q A h q A h q

A h A h q q
q q

 
            

  
  

  



所以，      
















 22

3

33

232

1

1
hA

q
hA

qhh
A


. 

 2A


 ，  3A


 可以类似（指标轮换）地定义并推导出。最后有， 
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3 3 2 2 1 1 1 3 3 2

2 3 2 3 3 1 3 1

2 2 1 1 3

1 2 1 2

1 1
ˆ ˆ

1
ˆ .

A A h A h e A h A h e
h h q q h h q q

A h A h e
h h q q

      
       

      

  
  

  

 

 

（4）Laplace 算符 2  

利用      1 2 3 2 3 1 3 1 2

1 2 3 1 2 3

1
A A h h A h h A h h

h h h q q q

   
    

   
 

和 
 









3

1

3

1

ˆ
1

ˆ
i

i

iii

i

i

e
q

u

h
e

s

u
u ，得到 

  




























































33

21

322

13

211

32

1321

2 1

q

u

h

hh

qq

u

h

hh

qq

u

h

hh

qhhh
uu . 

球坐标系中， 1rh ， rh  ，  sinrh  , 

2

2

222

2

2

2

sin

1
sin

sin

11




 






































u

r

u

rr

u
r

rr
u . 

柱坐标系中， 1h ，  h ， 1zh , 

2

2

2

2

2

2 11

z

uuu
u
































. 

平面极坐标系中， 1h ，  h , 
2

2

2

2 11




 





















uu
u . 

 

二、分离变量对坐标系的要求 

1）方程和边界条件都必须是可分离变量的（例如两者均是齐次的）； 

2）既取决于方程的形式和边界条件，也与坐标系的选择有关； 

3）选择坐标系的原则—便于边界条件处理： 

立方系：直角坐标系； 

球面系：球坐标系；椭球面系：椭球坐标系； 

平面圆系：极坐标系；柱面系：柱坐标系。 
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三、圆形区域内 Laplace 方程的定解问题 

例 1. 利用分离变量法求解定解问题（2+0D） 

 
2

2

2 2

1 1
( , ) 0,  0

( ),
b

u u
u b

u f


   
    




    
       

   
 


周期性和自然边界条件见后。

 

设 )()(),(   Ru ，代入方程并分离变量，得 

d ( )
[ ( )] . 

( ) d ( )
R

R

 
  

  


   


 

由此得到两个方程: 

0)()(   ， 

 0)()()(2   RRR , 

其中，极角方向的方程 0)()(   与周期性边界条件构成本征值问题。这

是因为，一般来说，场量 ( , )u   是单值的，应当满足， ),()2,(  uu  . 因

此 ( 2 ) ( ).      所以 )0()2(   和 )0()2(   （这些边界条件不同于

界面衔接条件）.  这一本征值问题的本征值和本征函数分别为 

2mm   ，  mBmA mmm sincos)()(  ，( ,2,1,0m ). 

现在解分离变量以后的径向方程  0)()()(2   RRR (Euler 型方

程)，其特点是， n 阶导数的各项又乘以自变量的 n 次方( n =0,1,2). 解法如下： 

令 kR  ，代入方程后得关于 k 的代数方程，解出 k 可得方程的特解。 

0)1( 2  kkk mkkk  ，消去 k ，得 

0)1( 2  mkkk . 

解得 mk 2,1 ，从而得方程的两个特解， mm  , . 当 1 2 0k k m   时，则

两个特解为   1 1, ln 1, ln }
k k    .(好比 ( )mJ x 和 ( )mN x )当 0 0m    时，

  ln1ln)()( 00000 DCDCRR  .  

当 02  mm 时，  ( ) ( ) m m m m

m m m m mR R C D C D             . 
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则一般解为 

    

0

0 0

1

( , ) ( ) ( )

1 ln cos sin .

m m

m

m m

m m m

m

u R

A D A m B m D

   

    










 

    




 

*对于本题定解问题的圆内问题  0 b  ，有自然边界条件 
0

u ，因此， 

00 D ， 0mD  ( ,2,1m ). 这时，一般解为， 

 





1

0 sincos),(
m

m

mm mBmAAu  ， 

其中 mm BA , 由边界条件给出，它们是： 

偶函数部分： 





2

0
0 d)(

2

1
fA ， 






2

0
dcos)(

1
mf

a
A

mm ， 

奇函数部分：
2

0

1
( )sin d .m m

B f m
a



  


   

**对于下面例题的圆外问题  b   ，上述一般解也适用，但需要增加

边界条件：


u 有界，或是具体问题需要具体确定。 

例 2. 在电场强度为 0E 的均匀电场中，放入一个半径为b 的无限长导体圆柱，其

轴线垂直于 0E ，单位长度的带电量为Q . 求导体圆柱外的电势分布。 

解：分析：以圆柱的轴线为 z 轴，显然这是平面问题，因

为这个问题本身与 z 无关(2+0D). 以 0E 方向为 x 轴方

向取极坐标系，电势 ),( u 所满足的定解问题是 

 

 

2
2

2 2

0 0

0

1 1
( , ) 0,  

0;  cos ln , .
2a

u u
u b

Q
u u u E b



   
    

   


    
      

    

     


见下

 

这里我们选取导体表面 b  为电势零点。第二个边界条件的右端第一项 0u

是待定常数；第二项是均匀电场 0E 的电势 0 0 cos ;E x E     第三项是单独一个

带电导体在远处所产生的电势，记为 2 .u  当 L 时，无穷多个点电荷在处产
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生的电势(需要将电势零点位移，即定义  为零电势): 

/2 2 2

2 2 2 2
0 0/2

2

0

2

0 0

/ 2 / 41
( ) ln

4 4 / 2 / 4

ln
4 / 2 ( / 2)[1 (2 / ) / 2]

ln( ) ln ( ,
4 2

)

L

L

L LQ z Q
V

z L L

Q L

L L L

Q L Q L
L




  

 

   



 
  

   


  

  


d

 

(对数发散 )。虽然新物理量
0

1 ln( / )
( ) ( )

2

Q L
v V

L L


 


    不再发散，但是将

0

ln
2

Q
L


吸收到 2u 中, 即

2

0 0

( ) ( ) ln ln .
2 2

Q Q
u V L  

 


     物理上 2D

的对数发散， 见 Chapter. 14.  

用分离变量法，可得此定解问题的一般解为（Note: 0,1,2,m ） 

    0 0

0 1

( , ) ( ) ( ) 1 ln cos sin .m m

m m m m m

m m

u R A D A m B m D        
 



 

       

由 0
b

u


 即
01 ln 0

0m m

m

D b

b D b

 


 
可得，

0

1

ln
D

b
  ， 2m

mD b   ( ,2,1m ).  

Note: 各m 是相互独立的。于是， 

   
2

0

1

( , ) ln ln  cos sin
ln

m

m

m m

m

A b
u b A m B m

b
     







  
      

   
 . 

再利用，  时当 a
Q

Euu  


     ln
2

cos
0

00 ，有 

   0
0 0

1 0

ln ln  cos sin cos ln .
ln 2

m

m m

m

A Q
b A m B m u E

b
      







       

比较各个m （m 是相互独立的，这个方法等价于用正交性积分来确定系数）关

于  ,  的系数得，
0

0

ln
2

Q
A b


 ， 0 , ( 1)

0,   ( 2,3, )
m

E m
A

m

 
 


0mB  ( ,2,1m ), 以

及
0 0

0

ln .
2

Q
u A b


   这就是信息通过边界传到体内！从而，本定解问题的物理
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解为：
2

0
0

0

( , ) ln cos cos
2

E bQ b
u E    

  
   , 

其中第一项是无限长带电导体所产生的电势，当 b  时，它犹如电荷集中到轴

线 0 上所产生的势；第二项是原来的均匀电场 0E 的电势；第三项是圆柱面上

的感应电荷所产生的电势，它对应二维平面上位于原点的电偶极子所产生的势。 

四、球坐标系下的分离变量法 

1. 球坐标系的稳定问题(Laplace 方程，3+0D) 

2
2 2

2 2 2 2 2

1 1 1
sin 0.

sin sin

u u u
u r

r r r r r


    

       
       

       
 

或     2 2

2 2 2 2

1 1 1
sin 0.

sin sin
r r

u r u u u
r r r

 


 
      

如果问题可分离变量，则令 ),()(),,(  YrRru  ，其中 ),( Y 将被称为球

谐函数（见第六节）。将u RY 代入上述 Laplace 方程且乘以
RY

r 2

得两个方程 

   2

2

1 1 1
' sin  ( 1).

sin sin
r R Y Y l l

R Y Y
 


 

       

从而有 2 2 ( 1) 0,r R rR l l R              (Euler 方程，下节解之) 

  2

1 1
sin  ( 1) 0.

sin sin
Y Y l l Y 


 

      (球函数方程) 

再令 )()(),(  Y ，代入上述球函数方程且乘以
)()(

sin 2






，得 

  2 2
sin sin  '

( 1)sin .l l m
 


 

    
 

 

从而有 02  m ,它与周期边界条件构成本征值问题：

( 2 ) ( ),     '( 2 ) '( ).     {cos ,sin }, 0,1,2, .m m m    而另一个

方程（带参数 ,l m ） 

 2 2 2sin  sin cos  [ ( 1)sin ] 0.l l m             

记 xcos ， )()( xy  ，代入上面的方程并除以 )1( 2x ，得 
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  0
1

)1(21
2

2
2 










 y

x

m
llyxyx ， 

这是 l 阶缔合(连带)Legendre 方程，其求解见第六节的球谐函数。 若 0m 有 

  0)1(21 2  yllyxyx ， 

    这正是 l 阶 Legendre 方程。它与自然边界条件 (0) ( ) 和 有界，即
1

)(
x

xy  

有界，构成了本征值问题。它的本征值和本征函数分别为 

( 1),l l l   ( ) P ( )ly x x  0,1,2, .l   

2. 球坐标系的非稳定问题（3+1D 振动或输运问题的齐次方程） 

0),(),( 22  truatrutt


，或 

2 2( , ) ( , ) 0.tu r t a u r t    

如果问题可分离变量，令 ),,()(),,,(  rVtTtru  ，得  

2
2

2
,

T V
k

a T V

 
   或 

2
2

2
.

T V
k

a T V

 
    

从而有 022  TkaT ，或 2 2 0.T a k T  （这些方程易求解） 

以及  022  VkV ，（Helmholtz 方程）。 

再令 ),()(),,(  YrRrV  ，代入 Helmholtz 方程且乘以
RY

r 2

得， 

   2 2 2

2

1 1 1
' sin  ( 1).

sin sin
r R k r Y Y l l

R Y Y
 


 

        

从而有 ( , )Y   (见下)以及 2 2 22 [ ( 1)] 0,r R rR k r l l R       

这是 l 阶球 Bessel 方程，对其求解见下章。这个方程还可以简化如下： 

令 xkr  , )()( xSrR  , 即得(自证)： 

2 22 [ ( 1)] 0.x S xS x l l S       

进一步作代换， )(
1

)( xy
x

xS  ，可将其化为
2

1
l 阶 Bessel 方程 

（对其求解见下章），即(自证)：  

2

2 1
0.

2
xy xy x l y
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五、轴对称问题 Legendre 多项式 

1. 轴对称问题 Legendre 多项式（复习） 

设物理问题关于球以及某坐标轴是对称的，以此坐标轴为 z 轴，取球

坐标系。这时场量 ( , , )u r   与无关，我们可直接设 ( , , ) ( ) ( )u r R r    ，

将其代入物理方程 

0
sin

1
sin

sin

11
2

2

222

2

2

2 












































u

r

u

rr

u
r

rr
u ， 

并分离变量后，可得径向方程 

0)1(22  RllRrRr ， 

这个 Euler 方程的解为：
1

1
)(




ll

l

ll
r

DrCrR , 

注意这个解包含了 0l  时的解系{1,1/ }.r  分离变量后的角度方向的方程为 

0 sin)1( cossin sin 22   ll . 

记 xcos 和 )()( xy  ，代入上面方程并除以 )1( 2x ，得 

  0)1(21 2  yllyxyx ， l 阶 Legendre 方程 

（实际上，这就是 0m 的情况，这是因为 ( , , ) ( ) ( ) ( )u r R r      与无

关，必有 ( ) 与  无关，因此一定有 0m ） . 它与自然边界条件

(0) ( ) 和 有界，即
1

)(
x

xy 有界，构成本征值问题。即 

 2d d ( )
1 ( 1) ( ) 0,

d d

( 1)

y x
x l l y x

x x

y

  
     

 
  有界.

 

它的本征值和本征函数分别为 

)1(  lll ， ( ) P ( )ly x x  ,2,1,0l . 

当 nl 2 时，
 

   
2 2

2 2
0

4 2 !
( ) P ( ) ( 1)

2 ! 2 ! 2 2 !

n
k n k

n n
k

n k
y x x x

k n k n k






  

 
 ; 
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当 12  nl 时，  
 

   

2 1 2

2 1 2 1
0

4 2 2 !
( ) P ( ) 1 .

2 ! 2 1 ! 2 1 2 !

n kn
k

n n
k

n k x
y x x

k n k n k

 

 


 
  

   
  

2. Legendre 多项式的常用性质 

（1）特殊值、奇偶性和图形{Plot[LegendreP[l,x],{x,-1,1}]} 

P (1) 1l  ，
 

 
2

2 1 !!
P (0) ( 1)

2 !!

n

n

n

n


  , 

    2 1P ( ) 1 P ( ),P ( 1) 1 ,P (0) 0.
l l

l l l nx x         

0P ( ) 1x  , 1P ( )x x ,  2

2

1
P ( ) 3 1

2
x x  ,  3

3

1
P ( ) 5 3 .

2
x x x   

  

（2）微分公式：  21 d
P ( ) 1 .

2 ! d

l
l

l l l
x x

l x
     Rodrigues 公式 

证：利用二项式定理将  lx 12  展开，得 

 
 







l

k

klkl
x

klk

l
x

0

222 )1(
!!

!
1 . 
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对上式求导 l 次后， x 的原来幂次 kl 22  低于 l 的项变为 0，而不为零

的项必须满足 lkl  22 ，即
2

l
k  . 这样，当 nl 2 时，有 

 
    

 

 

 

2
2 2

0

2
2

0

2 2 2 2 1 2 11 d
1 ( 1)

2 ! d 2 ! !

2 2 !
( 1) .

2 ! !( 2 )!

l

l
l

k l k

l l l
k

l

k l k

l
k

l k l k l k
x x

l x k l k

l k
x

k l k l k









    
  




 

 





 

当 12  nl 时，有 

 
    

 

 

 

1

2
2 2

0

1

2
2

0

2 2 2 2 1 2 11 d
1 ( 1)

2 ! d 2 ! !

2 2 !
( 1) .

2 ! !( 2 )!

l

l
l

k l k

l l l
k

l

k l k

l
k

l k l k l k
x x

l x k l k

l k
x

k l k l k













    
  




 

 





 

（3）积分公式：由 Legendre 多项式的微分表示式，并利用 Cauchy 高阶

导数公式，
  











d

)(

2

!
)(

1

)(

n

n

z

f

i

n
zf ，[ 2( ) ( 1)lf    ] 

得
 
 

2

1

11 1
P ( ) d ,

2 2

l

l ll
x

i x




 






 其中 为包含 x 的任一闭曲线，这叫作施雷夫

列（Schlafli）积分公式。 

若取以 x 点为圆心，半径为 12 x 的圆作为积分回路 [先验地

P ( ), 1l x x  ]，则  iexx 12  ，     dd1d 2 xiexi i  ， 

   cos121 22  xxx ，于是叫作 Laplace 积分表示式： 

   
 

 

   

2

2

10

2
2 2

0 0

2 1cos1 1
P ( ) i d

2 2

1 1
1cos d 1cos d ,

2

l
ll

l ll

l l

x x x
x x

i x

x x x x



 

 
 

 

   
 



  
 



     



 

 

其中 2 2 2 2 21cos ,| | cos sin cos 1.z x x z          

（4）母函数（生成函数）：引进参量 r ，设 

 
0

, P ( ) , ( 1)l

l

l

F x r x r r




  ，将 Laplace 积分表示式代入，得 



Methods of Mathematical Physics (2016.11)   

Chapter 12 Separation of variables in sphere coordinates, Legendre polynomials and harmonic functions YLMa@Phys.FDU 

 16 

   
 

2

0 0 2
0

1 1 d
, 1cos d

1 1cos

l
l

l

F x r r x x
r x x

  
 

  





   
  

   

其中 | | 1.r z   

2

2
0

2
( 1),

1 cos 1


 


  

 
 


d

(请自证) 

当 1r 时，利用留数定理，可求得该积分等于
221

1

rxr
[习作]. 

因此，
2

0

1
( , ) P ( )

1 2

l

l

l

F x r x r
xr r





 
 

  1r . 

221

1
),(

rxr
rxF


 称为 Legendre 多项式的生成函数（母函数）。 

*从生成函数可以方便地引出一系列递推公式。 

**同理，
12

0

1 1
P ( )

1 2
l l

l

x
rxr r







 

  1r . 

对应的物理问题：在以原点为中心的单位球面与 z

轴的交点处放置一个电量为 04 的点电荷，求球内（球

坐标系）任意一点 ),( rQ 的电势 ),( ru . 一方面，

22 21

1

cos21

11
),(

rxrrrAQ
ru










余弦

定理

 1r ， 

其中， cosx . 另一方面， ( , , )u r   应满足方程 02  u  1r ，且与无

关（轴对称问题），
1

0

1
( , ) P ( )l

l l ll
l

u r C r D x
r







 
  

 
  1r . 

由于原点处不存在电荷，
0r

u 应是有限的，必须有 0lD , 所以上式成为 

0

( , ) P ( ) l

l l

l

u r C x r




  1r . 

因此，
2

0

1
P ( )

1 2

l

l l

l

C x r
xr r






 

  1r . 

为定出系数 lC ，取 1cos  x ，并注意到P (1) 1l  ，有 





 01

1

l

l

lrC
r

. 
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所以， 1lC ),2,1,0( l .因此， 

 
2

0

1
P ( )   1 .

1 2

l

l

l

x r r
xr r





 
 

  

将上式中的 r 换成
r

1
，即得，  12

0

1 1
P ( )  1 .

1 2
l l

l

x r
rxr r






 
 

  

或类似地讨论球外问题也可得到上式。（为何要多此一举？左边的意义是

清楚的，要右边干吗？--表示理论，今日科学亦如此！） 

（5）递推公式 

** 1 1(2 1)P ( ) P' ( ) P' ( )   ( 1,2,3, ).l l ll x x x l      

证明：将式
2

0

1
P ( )

1 2

l

l

l

x r
xr r






 

 两边对 x 求导，有 

 
3/ 2 222

0

1
P' ( )

1 21 21 2

l

l

l

r r
x r

xr rxr rxr r





 
   

 , 

将
2

0

1
P ( )

1 2

l

l

l

x r
xr r






 

 代入上式，然后两边乘以 221 rxr ，得到，

 2

0 0

1 2 P' ( ) P ( )l l

l l

l l

xr r x r r x r
 

 

    ， 

比较两端 1lr 的系数[ ( 0,1,2, )lr l  相互独立]，得 

1 1P ( ) P' ( ) 2 P' ( ) P' ( )l l l lx x x x x    . 

再将式
2

0

1
P ( )

1 2

l

l

l

x r
xr r






 

 两边对 r 求导，有 

 
1

3/ 2 222
0

1
P ( )

1 21 21 2

l

l

l

x r x r
l x r

xr rxr rxr r






 
 

   
 . 

将
2

0

1
P ( )

1 2

l

l

l

x r
xr r






 

 代入上式，然后两边乘以 21 2 ,xr r  得到 

   2 1

0 0

1 2 P ( ) P ( )l l

l l

l l

xr r l x r x r x r
 



 

     . 

对 x 求导，经整理后得 
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       1 1

0 0 0 0

2 1 P ( ) P' ( ) 2 1 P' ( ) 1 P' ( )l l l l

l l l l

l l l l

l x r l x r l x x r l x r
   

 

   

         . 

比较两端 lr 项的系数，得到 

1 1(2 1)P ( ) ( 1)P' ( ) (2 1) P' ( ) P' ( )l l l ll x l x l x x l x       . 

与前述 1 1P ( ) P' ( ) 2 P' ( ) P' ( )l l l lx x x x x     

消去 P' ( )lx x 项，得， 1 1(2 1)P ( ) P' ( ) P' ( ),   ( 1,2,3, ).l l ll x x x l      

**  1 1

1
P ( ) P ( ) ( 1)P ( ) ,  ( 1,2,3, ).

2 1
l l lx x l x l x l

l
    


 

证明思路：将母函数表达式对 r 求导，乘以 221 rxr ，再应用母函

数表达式，比较系数即得。 

** 1 1P ( ) P' ( ) 2 P' ( ) P' ( )l l l lx x x x x    . 

** 1 1(2 1)P ( ) ( 1)P' ( ) (2 1) P' ( ) P' ( )l l l ll x l x l x x l x       . 

**  1 1

1
P ( ) P' ( ) P' ( ) , ( 1,2,3, ).

2 1
l l lx x x l

l
   


 

 

递推公式一般用来计算含P ( )l x 的积分，以及用来由低阶 Legendre

多项式得到高阶 Legendre 多项式的表达式。例如: 

已知 0P ( ) 1x  ， 1P ( )x x ，由递推公式  

 1 1

1
P ( ) P ( ) ( 1)P ( ) , ( 1,2,3, ),

2 1
l l lx x l x l x l

l
    


 

可得，    2

2 1 0

1 1
P ( ) (2 1 1) P ( ) 1 P ( ) 3 1

1 1 2
x x x x x      


. 

（6）正交性和完备性 

在区间  1,1x  上， P ( )l x 为正交完备集:
1

1
P ( )P ( )d 0,m nx x x


  nm  ; 

或 cosx :
0

P (cos )P (cos )sin d 0,m n



      nm  . 这是 S-L 本征值问

题，前面已经告之，下面证明模方  
1 2

1

2
P ( ) P ( ) d

2 1
l lx x x

l
 

 : 

证明：在上述第二个递推公式  1 1

1
P ( ) P ( ) ( 1)P ( )  

2 1
l l lx x l x l x

l
   


中
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)1( l 令 1l 代替 l，乘以  2 1 P ( )ll x ，得 

         221 )(12)()(112)()(1212 xPllxPxPllxPxxPll lllll  
. 

又将上面的递推公式直接乘以   12 1 P ( )ll x ，得 

         
2

1 1 1 12 1 2 1 P ( )P ( ) 2 1 P ( ) 2 1 1 P ( )P ( )l l l l ll l x x x l l x l l x x          . 

两式相减，得 

           
2 2

1 1 1 22 1 P 2 1 P 2 1 1 P P 2 1 1 P P 0l l l l l ll l l l l l l l              

)2( l . 

将此式在区间 [ 1, 1]x   积分，并利用正交性得 

   
1 12 2

1
1 1

2 1
P ( ) d P ( ) d .

2 1
l l

l
x x x x

l


 




   

以此为递推公式，可得 

   

 

 

1 12 2

1
1 1

1 2

2
1

1 2

1
1

2 1
P ( ) d P ( ) d

2 1

2 1 2 3
P ( ) d

2 1 2 1

3 2
P ( ) d .

2 1 2 1

l l

l

l
x x x x

l

l l
x x

l l

x x
l l


 











 


 

  
 

 





 

计算中要求 2l ，但由验算知 1,0l 也成立。
1

1

1
P ( )P ( ) .

1/ 2
l m lmx x x

l







 d  

（7）广义 Fourier 级数 

    定义在区间  1,1x  上的任何平方可积函数 )(xf ，均可按 P ( )l x 展为

收敛的广义 Fourier 级数： 

0

( ) P ( )l l

l

f x C x




 ， 

1 1

1 1

1 1
( )P ( )d ( ) ( )P ( )d .

P ( ) 2
l l l

l

C f x x x l f x x x
x  

     

例 1.在匀强电场（电场强度为 0E

）中，放入一个半径为

b 、带电量为Q 的导体球。求球体外的电势分布。 
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解：分析：以球心为原点，以
0E

方向为 z 轴取球坐标系。显然电势 ( , , )u r  

与无关，并且 r b （而不是图中的 r b ）。现在的定解问题是 

 2 2

2 2

0 0

1 1
, sin 0, ( )

sin

0,   cos .
r b r

u u
u r r r b

r r r r

u u u E r

 
  


 

       
       

      
   

 

这 里 我 们 选 取 球 面 r b 为 电 势 零 点 。 0u 是 待 求 常 数 ，

cos00 rEzE  是均匀电场 0E 的电势。单独一个带电球体在无穷远处

所产生的电势为零（如此选择电势零点是因为其自身处的电势发散）。 

用分离变量法，可得此定解问题的一般解为[eigenvalue ( 1),l l   

eigenfunction  P ( )l x , Euler solution  1,l lr r  , independents on t  and . ] 

1 1
0 0

1 1
( , ) P ( ) P (cos )l l

l l l l l ll l
l l

u r C r D x C r D
r r

 
 

 
 

   
      

   
  . 

将该通解代入边界条件 0
r b

u

 ，得到 

2 1l

l lD b C   ,2,1,0l . 

因此，
2 1

1
0

( , ) P (cos )
l

l

l ll
l

b
u r C r

r
 






 
  

 
 . 

并非所有 0.lC   再将这个形式的解代入边界条 

件 cos00 rEuu
r




，得 

0 0

0

P (cos ) cosl

l l

l

C r u E r 




   )( r  

所以， 00 uC  ， 01 EC  ，  0  2,3,lC l  .  

于是得到这个定解问题的解为 

3

0
0 0 0 2

( , ) cos cos
E bb

u r u u E r
r r

      . 

物理意义：第三项显然是均匀电场 0E 的电势，第四项是球面上的感应电

荷所产生的场，相当于在球心处有一电偶极矩为 3

0 04p b E 的电偶极子
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(自证)。下面来看前二项的物理意义： 

首先求出球外电场的径向分量： 

3

0
0 02 3

2
cos cosr

E bu b
E u E

r r r
 


     


. 

在球面附近，
0 0

1
3 cos ,r r b

E u E
b



   将此结果代入 Gauss 定理：

0S

d


Q
SE 


，其中 S 是包围球体且半径趋于b 的球面， 2 2 sin ,S b   d d 得到

0

04

Q
u

b


 (静像法告诉我们此常数的物理意义是显而易见的，引进它是为了

0
r b

u

 )。由此可见解的第二项，

0

04

b Q
u

r r
  ，正是球体作为点电荷在空间产

生的电势。总之，
3

0
0 2

0 0

( , ) cos cos .
4 4

E bQ Q
u r E r

b r r
  

 


     

例 2.半径为b 的均匀带电细圆环所带总电量为 Q04 .求空间的电势分布。 

解：以圆环中心为原点取球坐标系，它的 z 轴与圆环平面垂直。显然电势

( , , )u r   与无关。现在的定解问题分为球内、外两个，一个是 

   2 2

2 2

0

1 1
, sin 0,  

sin

 .
r

u u
u r r r b

r r r r

u

 
  



       
       

      
  

 

另一个是 
   2 2

2 2

1 1
, sin 0,  

sin

 .
r

u u
u r r r b

r r r r

u

 
  



       
       

      
  

 

用分离变量法，可得此定解问题的一般解为 

1 1
0 0

1 1
( , ) P ( ) P (cos )l l

l l l l l ll l
l l

u r C r D x C r D
r r

 
 

 
 

   
      

   
  . 

由边界条件，可得 

 

 

0

1
0

P (cos ),     

( , )
1

P (cos ). 

l

l l

l

l ll
l

C r r a

u r

D r a
r
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为定出其中的系数，需具体计算 z 轴上的电势，即
0

u 和


u . 

2
0

0 2 2 2 20
0

41 1
d

4 2

Q Q
u b

b r b r b








 
 

 
 （注意在 z 轴正半轴上 ).r z

直接展其为 Laurent 级数，或者利用
 

 
2 1 2

2 1 !!
P (0) 0, P (0) ( 1) ,

2 !!

n

n n

n

n



   有 

2

1

0 22 2

1

(2 1)!!
1 ( 1) ,  ( )

(2 )!!

(2 1)!!
1 ( 1) ,   ( )

(2 )!!

n

n

n

n

n

n

Q n r
r b

b n bQ
u

r b Q n b
r b

r n r












    
     

    
  

    
    

   





 

与

 

 

0

1
0

P (cos ),      

( , )
1

P (cos ),  

l

l l

l

l ll
l

C r r a

u r

D r a
r




















 
 





在 0 的形式做比较，得 

0

Q
C

b
 ，  2 1 0   0,1,2,nC n   ，  2 2 1

(2 1)!!
( 1)   1,2, ,

(2 )!!

n

n n

n Q
C n

n b 


    

QD 0 ，  2 1 0   0,1,2,nD n   ，  2

2

(2 1)!!
( 1)    1,2,

(2 )!!

n n

n

n
D b Q n

n


   . 

最后得到，

2

2

1

2

2

1

(2 1)!!
1 ( 1) P (cos ) ,   ( )

(2 )!!
( , )

(2 1)!!
1 ( 1) P (cos ) .    ( )

(2 )!!

n

n

n

n

n

n

n

n

Q n r
r b

b n b
u r

Q n b
r b

r n r















    
     

    
 

   
    

   





 

这个解的表达式只含有偶数阶的P (cos )l  ，偶数阶 )(coslP 是对称的， 

所以它也满足条件
2 2

Q
u

r b
 




. 

六、非轴对称问题 球谐函数 

1. 缔合（连带）Legendre 函数 

在球坐标系中，Laplace 方程为 

    0
sin

1
sin

sin

11
222

2

2

2  





u
r

u
r

ur
r

u
rr . 

令 ),()(),,(  YrRru  ，其中 ),( Y 称为球谐函数，则 
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   2

2

1 1 1
' sin  ( 1)

sin sin
r R Y Y l l

R Y Y
 


 

      . 

从而有 

0)1(22  RllRrRr ，          （Euler 方程） 

  2

1 1
sin  ( 1) 0.

sin sin
Y Y l l Y 


 

     （球函数方程） 

再令 )()(),(  Y ，则 

  2 2
sin sin  '

( 1)sinl l m
 


 

    
 

. 

从而有 2 0,m    这个方程与周期性边界条件 )()2(   和

'( 2 ) '( )      构成本征值问题。本征值和本征函数分别为： 

2 ,m m   cos sin ( 0,1,2, ).m m mA m B m m       

在一般情况下，即没有球极（轴）对称性， 0, ( ) 1m    ，还有方程 

2 2 2sin  sin cos  [ ( 1)sin ] 0.l l m             

记 xcos ， )()( xy  ，代入上面方程并除以 )1( 2x ，得 

 
2

2

2
1 2 ( 1) 0,

1

m
x y xy l l y

x

 
       

 
l 阶缔合 Legendre 方程。 

0x 是方程的常点，当然可以直接用幂级数方法求解。然而，同

Legendre 方程一样，它与自然边界条件 )(),0(  有界，即
1

)(
x

xy 有

界，一同构成本征值问题。即 

 
2

2

2

d d ( )
1 ( 1) ( ) 0,

d d 1

( 1)

y x m
x l l y x

x x x

y

   
            


 有界.

 

因此，只有特定的 l 值时，它才有本征函数解。这时，利用 Legendre

方程的结果，就比较容易得出连带 Legendre 方程的本征函数解： 

令  
/ 2

2( ) 1 ( )
m

y x x v x  ，于是得（练习） 

          0)1()1()1(21 2  xvmmllxvxmxvx . 
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另一方面，将 Legendre 方程 

       21 P'' 2 P' ( 1)P 0l l lx x x x l l x      

利用 Leibniz 求导公式，对 x 求导m 次后，得（练习） 

         2 ( 2) ( 1) ( )1 P 2( 1) P ( 1) ( 1) P 0m m m

l l lx x m x x l l m m x         . 

将此与 )(xv 的方程比较，即可看出， 

 ( ) d
( ) P P ( )

d

m
m

l lm
v x x x

x
  . 

因此，连带 Legendre 方程的解为 

   
/ 2

2 ( )( ) 1 P
m

m

ly x x x  . 

用符号P ( )m

l x 表示 m 阶 l 次(m order, l degree)连带 Legendre 多项式，即 

     
/ 2 / 2

2 ( ) 2 d
P ( ) 1 P 1 P ( )

d

m
m m

m m

l l lm
x x x x x

x
    . 

当 / 2m 不等于整数时，P ( )m

l x 是多值函数，枝点在 1,x   （它们都是

Legendre 方程的正则奇点）。 

当 0m 时，    
0/ 2

0 2 (0)P ( ) 1 P P ( )l l lx x x x   就是 Legendre 多项式。 

此外，由于P ( )l x 的最高次幂是 lx ，因而当 lm  时，P ( ) 0m

l x  . 

综上所述，在固定 lm ,,2,1,0  的情况下，连带 Legendre 方程所构成的本

征值问题的本征值和本征函数分别为： ( 1)l l l   ， ( ) P ( ).m

ly x x  在量子力

学中，    2 2ˆ Y ( , ) 1 Y ( , ) 0,1,2, ;lm lmL l l l      ˆ Y ( , ) Y ( , ).z lm lmL m     

2. 连带 Legendre 多项式的性质 

（1）微分公式 

   2 22
1 d

P ( ) 1 1
2 ! d

m l m
l

m

l l l m
x x x

l x




    Rodrigues 公式. 

（2）m 可取负值 

连带 Legendre 方程在m 换成 m 时不变，所得函数 
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   2 22
1 d

P ( ) 1 1
2 ! d

m l m
l

m

l l l m
x x x

l x







    0m   

也应是方程的解。当然不能直接用  
/2

2 d
P ( ) 1 P ( ) ( 0),

d

m
m

m

l lm
x x x m

x







   这是

因为这种求导数没有意义。 

作为二阶常微分方程，连带 Legendre 方程可以有两个线性独立解。满足自

然边界条件的解一般只有一个，例如 Bessel 方程 2 2 2( ) 0,x y xy x m y     解为 

( ) J ( ) N ( ) ( 0,1,2, ).m my x A x B x m   (0)y 有限的解为 ( ) J ( ).my x x  这是因为 

N ( ) ln .m x x  但是当考虑的问题不包括 0x  时，需要两个线性独立解的组合。 

   与求 Bessel 方程一样，由于 Legendre 方程   0)1(21 2  yllyxyx 的指

标 1 2 0,s s   所以第二解为( 为 Euler 函数， 为函数的对数导数) 

2

1 1 ( 1) 1 1 1
Q ( ) ln 2 2 ( 1) P ( ) 1 .

2 1 ( !) ( 1) 2 2

n

l l

n m

x l n x
x l x

x n l n n
 





        
           

       


(吴崇试，数学物理方法，北京大学出版社，2003，p.226). 还有 

 
/2

2 d
Q ( ) 1 Q ( ).

d

m
m

m

l lm
x x x

x
   

P ( )m

l x 与 P ( )m

l x 满足同样一个方程，并且本征值也一样， P ( )m

l x 应当就是

P ( )m

l x ，两者最多差一个常数因子P ( ) P ( ).m m

l lx C x  为了求出常数C ，利用乘积函

数的 n 次微商的 Leibnitz 公式：
0

d ! d d
( ) ,

d !( )! d d

n n k kn

n n k k
k

n u v
uv

x k n k x x









 有（ 0m  ） 

2

0

d d ( 1) d ( 1)
( 1) .

d d d

l m k l l m k ll m
l k

l ml m k l m k
k

x x
x C

x x x

  

  


 
   

要使上述两个微商不同时为零，必须满足 k l l m k l   和 ，即m k l  ，所以 

2d !( 1) !( 1)
( 1) .

d ( )! ( )!

l m l k k ml
l k

l ml m
k m

l x l x
x C

x l k k m

  




 
 

 
  

作求和指标代换 k n m  ，有 
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2
2

0 0

d !( 1) !( 1) ( )!( !) ( 1) ( 1)
( 1) .

d ( )! ! ( )!( )!( )! !

l m l n m n l n m nl m l m
l n m

l ml m
n n

l x l x l m l x x
x C

x l n m n n m l n l n m n

     



 

    
  

     
   

同样利用 Leibnitz 公式有 

2
2 2

0 0

d !( 1) !( 1) ( )!( !) ( 1) ( 1)
( 1) ( 1) .

d ( )! ( )! !( )!( )!( )!

l m l n n m l n m nl m l m
l n m

l ml m
n n

l x l x l m l x x
x C x

x l n n m n l n m l n n m

     


 

    
   

     
 

二微商式子相比较得
( )!

( 1) .
( )!

m l m
C

l m


 


 因此,有 

( )!
P ( ) ( 1) P ( )

( )!

m m m

l l

l m
x x

l m

 
 


. 

（3）积分公式 

施雷夫列（Schlafli）积分公式： 

 
 

 

2

2 2
1

1( )! 1
P ( ) 1 d

2 ! 2

l
m

m

l l ml

l m
x x

l i x




 
 


 


  

其中， 为包含 x 的任一闭曲线。 

Laplace 积分表示式： 

 
2

2

0

( )!
P ( ) 1cos d .

2 !

m l
m im

l

i l m
x e x x

l


  




    

[证明方式同 Legendre 多项式的积分公式]. 

（4）递推公式 

** 1 1( 1)P ( ) (2 1) P ( ) ( )P ( ) 0     ( 1,2,3, )m m m

l l ll m x l x x l m x l         . 

[证明思路：由 Legendre 多项式的递推公式 

1 1( 1)P ( ) (2 1) P ( ) P ( ) 0l l ll x l x x l x      求导 m 次，再利用 

1 1P' ( ) P' ( ) (2 1)Pl l lx x l    ，然后乘以  
/ 2

21
m

x 即证]。 

**  
1/ 2

1 1 2

1 1P ( ) P ( ) (2 1) 1 P ( )m m m

l l lx x l x x 

      

[证明思路：将式 1 1P' ( ) P' ( ) (2 1)Pl l lx x l    对 x 求导 m 次，乘以  
/ 2

21
m

x  

即证。] 

…… 
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（5）正交性和模 

对于同一m ， P ( )m

l x ( , 1, )l m m  在区间  1, 1x   上为正交完备集: 

1

1
P ( )P ( )d 0m m

l lx x x


  ll  ; 

或 cosx :
0

P (cos )P (cos )sin d 0m m

l l



      ll  . 

模方: 
12 2

1

( )! 2
P ( ) P ( ) d .

( )! 2 1

m m

l l

l m
x x x

l m l


       

证明：在递推公式 1 1( 1)P ( ) (2 1) P ( ) ( )P ( ) 0 m m m

l l ll m x l x x l m x         

中 )1( l 令 1l 代替 l ，乘以  2 1 P ( )m

ll x ，得 

  

    

1

2

2

2 1 2 1 P ( )P ( )

             2 1 1 P ( )P ( ) 2 1 ( ) P ( ) .

m m

l l

m m m

l l l

l l x x x

l l m x x l l m x





 

         

 

又将上面的递推公式直接乘以   12 1 P ( )m

ll x ，得， 

  

    

1

2

1 1

2 1 2 1 P ( )P ( )

             2 1 1 P ( )P ( ) 2 1 ( ) P ( ) .

m m

l l

m m m

l l l

l l x x x

l l m x x l l m x



 

 

         

 

两式相减，得 

   

     

2 2

1

1 2

2 1 ( ) P ( ) 2 1 ( ) P ( )

2 1 1 P ( )P ( ) 2 1 1 P ( )P ( ), ( 2)

m m

l l

m m m m

l l l l

l l m x l l m x

l l m x x l l m x x l



 

          

        
 

将此式在区间 [ 1, 1]x   积分，并利用正交性得 

 

 

 

 

1 12 2

1
1 1

2 1
P ( ) d P ( ) d

2 1

m m

l l

l l m
x x x x

l l m


 

 
         . 

以此为递推公式，可得 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1 12 2

1
1 1

1 2

2
1

1 2

1

2 1
P ( ) d P ( ) d

2 1

2 1 2 3 1
P ( ) d

2 1 2 1 1

2 1 !
P ( ) d

2 1 !(2 )!

!2
.

2 1 !

m m

l l

m

l

m

m

l l m
x x x x

l l m

l l l m l m
x x

l l l m l m

m l m
x x

l l m m

l m

l l m
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计算中应注意 ml  ，并且利用了
 

2

1 2

1

2 2 !
P ( ) d :

(2 1)!

m

m

m
x x

m

        

 

 

 

 

 

 

 

   

 

   

 

22 2
1 12

2 2

21 1

2 2
/2

2 1 2 1

2 22 20 0

2
/2

22 0

2 2

22

1 d
P ( ) d 1 ( 1) d

2 ! d

(2 )! 2 (2 )!
sin d sin d

2 ! 2 !

2 (2 )! 2 1 2 22 2
sin d

2 1 2 1 2 3 32 !

2 2 !2 (2 )! 2 !

2 1 !!2 !

m
m

m m

m m m

m m

m m

m

m

x x x x x
m x

m m

m m

m m mm

m m mm

mm m

mm

 



   

 

 

 

  
        

   

 

 
  

  

 


 

 



 
2 2

2 2 !
.

(2 )!!(2 1)!! (2 1)!

m

m m m

    
 

 

上面第二等式完成微分，第三等式分部积分 1m 次。因而正交归一了。 

（6）广义 Fourier 级数 

定义在区间  1, 1x   上的任何平方可积函数 )(xf ，均可按 

 P ( )m

l x )( ml  展为平均收敛的广义 Fourier 级数： 

( ) P ( ),m

l l

l m

f x C x




  

1 1

2 1 1

1 1 ( )!
( )P ( )d ( ) ( )P ( )d .

2 ( )!P

m m

l l l
m

l

l m
C f x x x l f x x x

l m 


  

   

或者， ( ) P (cos ),m

l l

l m

f C 




  
0

1 ( )!
( ) ( )P (cos )sin d .

2 ( )!

m

l l

l m
C l f

l m



   


 
   

3. 球谐函数 

Laplace 方程：   0)1(
sin

1
 sin

sin

1
2

 YllYY 





（球函数方程） 

和自然边界条件： 

( , ) [ ( 2 ) ( ) '( 2 ) '( )],

( , )

Y

Y

       

 

     



是单值的即 和

是有限的,
 

所构成的本征值问题的本征值和本征函数分别是 

)1(  lll ， 2 ,m m  P (cos )m im

l e  ),,2,1,0  ;,2,1,0( lml   . 

P (cos )m

l  和 ime 的归一化常数分别是
( 1/ 2)( )!

( )!

l l m

l m

 


和

2

1
. 
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将函数P (cos )m im

l e  归一化后记为 

(2 1)( )!
Y ( , ) ( 1) P (cos )

4 ( )!

m m im

lm l

l l m
e

l m

  


 
 


 

( 0,1,2, ;   0, 1, 2, , )l m l      

称为球谐函数（不同教材定义的形式有少许不同），l 称为球谐函数的次。 

l 次球谐函数共有 12 l 个( l 的简并度)，即  Y ( , )   0 1 .lm m , , , l      

量子力学：  2 2ˆ Y ( , ) 1 Y ( , );lm lmL l l      

ˆ Y ( , ) Y ( , ).z lm lmL m     

正交归一化关系：
2

*

0 0
Y ( , )Y ( , )sin d d .lm l m ll mm

 

              

二重广义 Fourier 级数： 

定义在区间 )20,0(   上的任何平方可积函数 ),( f ，

均可按 Y ( , )lm   展为平均收敛的广义 Fourier 级数： 

0

( , ) Y ( , ),
l

lm lm

l m l

f C   


 

  

2
*

0 0
( , )Y ( , )sin d d .lm lmC f

 

          

低阶球谐函数： 00

1
Y ( , ) ,

4
 


  

10

1, 1

3
Y ( , ) cos ,

4

3
Y ( , ) sin  ,

8

ie 

  


  
















 

 2

20

2, 1

2 2

2, 2

5
Y ( , ) 3cos 1 ,

16

15
Y ( , ) sin cos  ,

8

15
Y ( , ) sin  .

32

i

i

e

e
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例：在给定中心势场 )(rV 的情况下，求解微观粒子的定态 Schrodinger 方程： 

2
2 ( , , ) ( ) ( , , ) ( , , ),

2
r V r r E r        


     

其中，是粒子的质量， ),,(  r 是定态波函数，E是能量。 

解：

 

     

2
2

2
2

2 2 2 2

( )
2

1 1 1
sin ( ) 0.

2 sin sin
r r

E V r

r E V r
r r r

 

 


   
  

   

 
       

 

 

令 ),()(),,(  YrRr  ， ),( Y 称为球谐函数。 

     
2

2

2 2

1 2 1 1
( ) sin  ( 1).

sin sin

r
r R E V r Y Y l l

R Y Y
 




 


         

从而有       0)(
22

)1(2
2

2

2

2
2 








 RrV

r
E

r
llRrRr




; 

  2

1 1
sin  ( 1) 0.

sin sin
Y Y l l Y 


 

    （球函数方程） 

后一方程与自然边界条件 

( , ) [ ( 2 ) ( ) '( 2 ) '( )],

( , )

Y

Y

       

 

     



是单值的即 和

是有限的,
 

构成本征值问题： 2 ,m m  ( 1),l l l   Y ( , )lm   ),,2,1,0  ;,2,1,0( lml   . 

同时，由 )(rR 所满足的方程 

0)(
22

)1(2
2

2

2

2
2 








 RrV

r
E

r
llRrRr




 

附加一定的边界条件可以求得能量 nE 和对应的本征函数 ( )nR r . 具体的求解过程

依赖于势函数 )(rV 的具体形式。例如， ( ) 0,V r E  Laplace 方程，其解

1( ) { , }l lR r r r  见上； ( ) 0, 0,V r E  Helmholtz 方程，其求解过程见下章：

( ) ( ) / , 2 / ,R r y x x x Er  +1/2( ) J ( ) j ( );l ly x x x  ；自然界中最常见并且严格

可解的库伦势、引力势和谐振子势等，其求解过程和物理意义见量子力学教程）。 

HW:12.4;12.8;12.9;12.13. 


