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Chapter 12 Separation of variables in sphere coordinates, Legendre polynomials and harmonic functions YLMa@Phys.FDU

Chapter 12 球坐标系下的分离变量法
Legendre多项式和球谐函数
Abstracts
正交曲线坐标系及在此坐标系下Laplace算术的表示；
 球极坐标系下的变量分离法及由此得出的特殊函数（例如，
Legendre函数、连带Legendre函数和球谐函数等）。
函数空间概念(复习)
3D：基矢：
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这是3D Euclid space，直观、简单、符合常识。

(3+1)D：是加
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如何去加？时空观的变革：相对运动，不但有了相对时空位置，还有了scaling（标尺）、不变性和时空弯曲等概念。
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的正交归一性如下：

[image: image11.wmf](

)

(

)

(

)

*

d

ijij

xxxx

rjjd

=

ò
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D：Hilbert space. 基矢亦是函数，并且straight scaling
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curve scaling.j：quantum numbers. 抽象、复杂、冲破常识！
对于任意函数
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其中
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is a representation!
当
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的线性组合时，
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是其系数。
1． 
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D向量空间: 有
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D向量的集合.

1) 表述：
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排成基向量，选
[image: image27.wmf]{

}

j

e

r

为正交归一基矢，即
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2) 内积：
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3) 模方：
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4) 基矢的完备性：
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D空间有1D矢量系
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2． 函数空间（Hilbert space）：在域
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有限]的集合所排成的空间称为Hilbert space.
1) 正交函数系：如①
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均为完备基。
一般带权正交函数系的定义：设
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则称
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称为模之平方，若
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(A set of orthogonal complete normalized function bases).
2) 广义Fourier展开(expansion)：若
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上任意分段连续（平方可积）的函数
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 其中 
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1、 正交曲线坐标系
1． 从直角坐标系到正交曲线坐标系
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柱坐标系
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一般曲线坐标系
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满足Jacobi行列式
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如果三族坐标线是处处相互正交的，则称这种坐标系为正交曲线坐标系。
如何判断一个坐标系是否为正交坐标系？可以通过计算弧元长度:
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其中，
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即各个坐标曲线的相互投影为零，则它们之间相互正交。
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例如，对于球坐标系，
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球坐标系是正交曲线坐标系，
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对于柱坐标系，


[image: image87.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

2222

222

222

2

dddd

cosdsindsindcosdd

ddd.

sxyz

z

z

jrrjjjrrjj

rrj

=++

=-+++

=++


[image: image88.wmf]Þ

柱坐标系也是正交曲线坐标系，且
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函数在正交曲线坐标系中的表达式

在直角坐标系中，
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左边的积分可以作变量代换，而右边的函数作上述变量代换，有
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另一方面，由
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比较上面两式，由于f是任意函数，得到
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即在一般正交曲线坐标系中，
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在正交曲线坐标系中，由六个面
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因此，
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球坐标系中，
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柱坐标系中，
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平面极坐标系中，
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3． 场量的梯度(grade:
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（2）矢量
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（3）矢量
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（4）Laplace算符
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球坐标系中，
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柱坐标系中，
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平面极坐标系中，
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二、分离变量对坐标系的要求
1）方程和边界条件都必须是可分离变量的（例如两者均是齐次的）；

2）既取决于方程的形式和边界条件，也与坐标系的选择有关；
3）选择坐标系的原则—便于边界条件处理：

立方系：直角坐标系；
球面系：球坐标系；椭球面系：椭球坐标系；
平面圆系：极坐标系；柱面系：柱坐标系。
三、圆形区域内Laplace方程的定解问题

例1. 利用分离变量法求解定解问题（2+0D）
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设 
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由此得到两个方程:
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其中，极角方向的方程
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现在解分离变量以后的径向方程
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*对于本题定解问题的圆内问题
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偶函数部分：
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**对于下面例题的圆外问题
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有界，或是具体问题需要具体确定。
例2. 在电场强度为
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. 求导体圆柱外的电势分布。
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解：分析：以圆柱的轴线为
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轴，显然这是平面问题，因为这个问题本身与
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这里我们选取导体表面
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为电势零点。第二个边界条件的右端第一项
[image: image251.wmf]0

u

是待定常数；第二项是均匀电场
[image: image252.wmf]0

E

的电势
[image: image253.wmf]00

cos;

ExE

rj

-=-

第三项是单独一个带电导体在远处所产生的电势，记为
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生的电势(需要将电势零点位移，即定义
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(对数发散)。虽然新物理量
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 物理上2D的对数发散， 见Chapter. 14. 
用分离变量法，可得此定解问题的一般解为（Note:
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Note: 各
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是相互独立的。于是，
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再利用，
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比较各个
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 这就是信息通过边界传到体内！从而，本定解问题的物理解为：
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四、球坐标系下的分离变量法

1. 球坐标系的稳定问题(Laplace方程，3+0D)
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如果问题可分离变量，则令
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这是l阶缔合(连带)Legendre方程，其求解见第六节的球谐函数。 若
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    这正是l阶Legendre方程。它与自然边界条件
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2. 球坐标系的非稳定问题（3+1D振动或输运问题的齐次方程）
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如果问题可分离变量，令
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这是l阶球Bessel方程，对其求解见下章。这个方程还可以简化如下：
令
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进一步作代换，
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五、轴对称问题 Legendre多项式

1. 轴对称问题 Legendre多项式（复习）
设物理问题关于球以及某坐标轴是对称的，以此坐标轴为
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并分离变量后，可得径向方程
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这个Euler方程的解为：
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它的本征值和本征函数分别为
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2. Legendre多项式的常用性质

（1）特殊值、奇偶性和图形{Plot[LegendreP[l,x],{x,-1,1}]}
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（2）微分公式：
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当
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（3）积分公式：由Legendre多项式的微分表示式，并利用Cauchy高阶导数公式，
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（4）母函数（生成函数）：引进参量
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称为Legendre多项式的生成函数（母函数）。
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*从生成函数可以方便地引出一系列递推公式。
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将上式中的r换成
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或类似地讨论球外问题也可得到上式。（为何要多此一举？左边的意义是清楚的，要右边干吗？--表示理论，今日科学亦如此！）
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证明思路：将母函数表达式对
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递推公式一般用来计算含
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（6）正交性和完备性
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又将上面的递推公式直接乘以
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以此为递推公式，可得
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计算中要求
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（7）广义Fourier级数

    定义在区间
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例1.在匀强电场（电场强度为
[image: image501.wmf]0
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）中，放入一个半径为
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、带电量为
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的导体球。求球体外的电势分布。

解：分析：以球心为原点，以
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这里我们选取球面
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为电势零点。
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并非所有
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物理意义：第三项显然是均匀电场
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例2.半径为
[image: image544.wmf]b

的均匀带电细圆环所带总电量为
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另一个是 
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用分离变量法，可得此定解问题的一般解为
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为定出其中的系数，需具体计算
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这个解的表达式只含有偶数阶的
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六、非轴对称问题 球谐函数
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因此，只有特定的
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[image: image600.wmf]x

求导
[image: image601.wmf]m

次后，得（练习）

[image: image602.wmf](

)

(

)

(

)

[

]

(

)

2(2)(1)()

1P2(1)P(1)(1)P0

mmm

lll

xxmxxllmmx

++

--+++-+=

.
将此与
[image: image603.wmf])

(

x

v

的方程比较，即可看出，


[image: image604.wmf](

)

()

d

()PP()

d

m

m

ll

m

vxxx

x

=º

.
因此，连带Legendre方程的解为
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2. 连带Legendre多项式的性质

（1）微分公式
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(吴崇试，数学物理方法，北京大学出版社，2003，p.226). 还有


[image: image641.wmf](

)

/2

2

d

Q()1Q().

d

m

m

m

ll

m

xxx

x

=-



[image: image642.wmf]P()

m

l

x

-

与
[image: image643.wmf]P()

m

l

x

满足同样一个方程，并且本征值也一样，
[image: image644.wmf]P()

m

l

x

-

应当就是
[image: image645.wmf]P()

m

l

x

，两者最多差一个常数因子
[image: image646.wmf]P()P().

mm

ll

xCx

-

=

为了求出常数
[image: image647.wmf]C

，利用乘积函数的
[image: image648.wmf]n

次微商的Leibnitz公式：
[image: image649.wmf]0

d!dd

(),

d!()!dd

nnkk

n

nnkk

k

nuv

uv

xknkxx

-

-

=

=

-

å

有（
[image: image650.wmf]0

m

>

）

[image: image651.wmf]2

0

dd(1)d(1)

(1).

ddd

lmkllmkl

lm

lk

lm

lmklmk

k

xx

xC

xxx

++-

+

+

++-

=

-+

-=

å


要使上述两个微商不同时为零，必须满足
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作求和指标代换
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同样利用Leibnitz公式有
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（3）积分公式

施雷夫列（Schlafli）积分公式：
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其中，
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Laplace积分表示式：
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[证明方式同Legendre多项式的积分公式].
（4）递推公式
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[证明思路：将式
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证明：在递推公式 
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又将上面的递推公式直接乘以
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两式相减，得
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将此式在区间
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以此为递推公式，可得
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计算中应注意
[image: image694.wmf]m

l

³

，并且利用了
[image: image695.wmf](

)

2

1

2

1

22!

P()d:

(21)!

m

m

m

xx

m

-

éù

ëû

éù

=

ëû

+

ò



[image: image696.wmf](

)

[

]

(

)

[

]

(

)

[

]

(

)

(

)

(

)

[

]

(

)

(

)

(

)

2

2

2

11

2

22

2

11

22

/2

2121

22

22

00

2

/2

2

2

0

2

2

2

2

1d

P()d1(1)d

2!d

(2)!2(2)!

sindsind

2!2!

2(2)!

2122

22

sind

2121233

2!

22!

2(2)!

2!

21!!

2!

m

m

mm

m

mm

mm

mm

m

m

xxxxx

mx

mm

mm

m

mm

m

mmm

m

m

m

m

m

m

pp

p

qqqq

qq

--

++

éù

éù

éù

=--

êú

ëû

êú

ëû

ëû

==

--

=××

+--

é

ë

==

+

òò

òò

ò

L

(

)

22

22!

.

(2)!!(21)!!(21)!

m

mmm

ùéù

ûëû

=

++


上面第二等式完成微分，第三等式分部积分
[image: image697.wmf]1
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次。因而正交归一了。
（6）广义Fourier级数

定义在区间
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展为平均收敛的广义Fourier级数：
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或者，
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3. 球谐函数
Laplace方程：
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和自然边界条件：
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所构成的本征值问题的本征值和本征函数分别是
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称为球谐函数（不同教材定义的形式有少许不同），l称为球谐函数的次。

l次球谐函数共有
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量子力学：
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正交归一化关系：
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二重广义Fourier级数：

定义在区间
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低阶球谐函数：
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例：在给定中心势场
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令
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从而有       
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构成本征值问题：
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附加一定的边界条件可以求得能量
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