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1 知识要素

1.1 对称化算子与反称化算子

定义 1.1 (置换算子). 设有置换 σ ∈ Pr, 置换算子 Iσ 定义为

Iσ : T r(Rm) ∋ Φ 7→ IσΦ ∈ T r(Rm).

此处, (IσΦ)(u1, · · · ,ur) , Φ(uσ(1), · · · ,uσ(r)) ∈ R.

性质 1.1 (置换算子的线性性). 对 ∀Φ,Ψ ∈ T r(Rm) 和 ∀α, β ∈ R, 有

Iσ(αΦ+ βΨ) = αIσΦ+ βIσΨ .

证明 根据置换算子的定义, 以及张量的线性性, 有

Iσ(αΦ+ βΨ)(u1, · · · ,ur) = (αΦ+ βΨ)(uσ(1), · · · ,uσ(r))

= αΦ(uσ(1), · · · ,uσ(r)) + βΨ(uσ(1), · · · ,uσ(r))

= αIσΦ(u1, · · · ,ur) + βIσΨ(u1, · · · ,ur)

= (αIσΦ+ βIσΨ)(u1, · · · ,ur).

根据置换算子的定义, 任意张量经过置换算子作用之后可以表示为

(IσΦ)(u1, · · · ,ur) = Φ(uσ(1), · · · ,uσ(r))

= (uσ(1), gi1)Rm · · · (uσ(r), gir)RmΦ(gi1 , · · · , gir)

= Φi1···ir(u1, gσ−1(i1))Rm · · · (ur, gσ−1(ir))Rm

= Φi1···irgσ−1(i1) ⊗ · · · ⊗ gσ−1(ir)(u1, · · · ,ur),

即有

IσΦ = Φi1···irgσ−1(i1) ⊗ · · · ⊗ gσ−1(ir).

又可得

IσΦ = Φσ(i1)···σ(ir)gi1 ⊗ · · · ⊗ gir .
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定义 1.2 (对称张量与反对称张量). 如果张量 Φ ∈ T r(Rm) 满足 IσΦ = Φ , ∀σ ∈ Pr 或者

Φσ(i1)···σ(ir) = Φi1···ir , 则张量 Φ 称为对称张量, 记作 Φ ∈ Sym 或者 Φ ∈ S r(Rm). 如果张量
Φ ∈ T r(Rm) 对 ∀σ ∈ Pr 满足 IσΦ = sgnσΦ 或者 Φσ(i1)···σ(ir) = sgnσΦi1···ir , 则张量 Φ 称为反

对称张量, 记作 Φ ∈ Skw 或者 Φ ∈ Λr(Rm).

定义 1.3 (对称化算子和反称化算子). 对称化算子 S 和反称化算子 A 分别定义为

S (Φ) : T r(Rn) ∋ Φ 7→ SΦ , 1

r!

∑
σ∈Pr

IσΦ ∈ Sym;

A (Φ) : T r(Rn) ∋ Φ 7→ AΦ , 1

r!

∑
σ∈Pr

sgnσIσΦ ∈ Λr(Rn).

对于对称化算子, 设 ∀ τ ∈ Pr, 则有

IτSΦ =
1

r!
Iτ

(∑
σ∈Pr

IσΦ

)
=

1

r!

∑
σ∈Pr

Iτ◦σΦ =
1

r!

∑
γ∈Pr

IγΦ = SΦ.

因此 SΦ 是对称张量.
对于反称化算子, 设 ∀ τ ∈ Pr, 则有

IτAΦ =
1

r!
Iτ

(∑
σ∈Pr

sgnσIσΦ

)
=

1

r!

∑
σ∈Pr

sgnσIτ◦σΦ =
1

r!
sgn τ

∑
γ∈Pr

IγΦ = sgn τAΦ.

因此 AΦ 是反对称张量.

性质 1.2 (反称化算子基本性质). 反称化算子具有如下基本性质:

1. 线性性: 对 ∀Φ,Ψ ∈ T r(Rm) 和 ∀α, β ∈ R, 有

A (αΦ+ βΨ) = αAΦ+ βA Ψ ;

2. A 2 = A , 更一般地, 有 A k = A , k ∈ N;

3. 对 ∀Φ ∈ T r(Rm),Ψ ∈ T s(Rm), 有

A (Φ⊗ Ψ) = A (AΦ⊗ Ψ) = A (Φ⊗ A Ψ) = A (AΦ⊗ A Ψ).

证明 可按置换算子的基本性质, 证明反称化算子的基本性质.

1. 根据置换算子的线性性, 这是显然的.

2. 设 Φ ∈ T r(Rm), 则有

A 2Φ = A (AΦ) = A

(
1

r!

∑
σ∈Pr

sgnσIσΦ

)

=
1

r!

∑
β∈Pr

sgnβIβ

(
1

r!

∑
σ∈Pr

sgnσIσΦ

)
=

1

r!

∑
β∈Pr

(
1

r!

∑
σ∈Pr

sgn (β ◦ σ)Iβ◦σΦ

)

=
1

r!

∑
β∈Pr

AΦ = AΦ.

由此, 即有 A 2 = A . 再根据数学归纳法, 易于证明 A k = A .
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3. 证明 A (Φ⊗ Ψ) = A (AΦ⊗ Ψ). 由

A (AΦ⊗ Ψ) = A

[(
1

r!

∑
σ∈Pr

sgnσIσΦ

)
⊗ Ψ

]
= A

[
1

r!

∑
σ∈Pr

sgnσ (IσΦ⊗ Ψ)

]
.

此处 IσΦ⊗ Ψ = Φσ(i1)···σ(ir)Ψ j1···jsgi1 ⊗ · · · ⊗ gir ⊗ gj1 ⊗ · · · ⊗ gjs , 作置换 σ ∈ Pr 的延拓

σ̂ ∈ Pr+1, 如下所示:

σ =

(
i1 · · · ir

σ(i1) · · · σ(ir)

)
∈ Pr, σ̂ =

(
i1 · · · ir j1 · · · js

σ(i1) · · · σ(ir) j1 · · · js

)
∈ Pr+s,

因此有 IσΦ⊗ Ψ = Iσ̂(Φ⊗ Ψ). 所以, 有

A (AΦ⊗ Ψ) = A

[
1

r!

∑
σ∈Pr

sgnσIσ̂(Φ⊗ Ψ)

]

=
1

(r + s)!

∑
β̂∈Pr+s

sgn β̂Iβ̂

[
1

r!

∑
σ∈Pr

sgnσIσ̂(Φ⊗ Ψ)

]

=
1

r!

∑
σ∈Pr

 1

(r + s)!

∑
β̂∈Pr+s

sgn (β̂ ◦ σ̂)Iβ̂◦σ̂(Φ⊗ Ψ )

 =
1

r!

∑
σ∈Pr

A (Φ⊗ Ψ)

= A (Φ⊗ Ψ).

用类似的方法可以证明 A (Φ⊗ Ψ) = A (Φ⊗ A Ψ).

按以上结论, 可得

A (Φ⊗ Ψ) = A (AΦ⊗ Ψ) = A (AΦ⊗ A Ψ).

1.2 反对称张量的外积运算

定义 1.4 (外积运算). 反对称张量的外积运算定义如下:

∧ : Λp(Rm)× Λq(Rm) ∋ {Φ,Ψ} 7→ Φ ∧ Ψ ∈ Λp+q(Rm),

其中

Φ ∧ Ψ , (p+ q)!

p! q!
A (Φ⊗ Ψ) =

1

p! q!

∑
σ∈Pp+q

sgnσIσ(Φ⊗ Ψ).

性质 1.3 (外积运算基本性质). 外积运算具有如下基本性质:

1. 线性性: 对 ∀Φ,Ψ ∈ Λp(Rm),Θ ∈ Λq(Rm) 和 ∀α, β ∈ R, 有

(αΦ+ βΨ) ∧Θ = αΦ ∧Θ + βΨ ∧Θ;

2. 对 ∀Φ ∈ Λp(Rm),Ψ ∈ Λq(Rm),Θ ∈ Λr(Rm), 有

(Φ ∧ Ψ) ∧Θ = Φ ∧ (Ψ ∧Θ) =
(p+ q + r)!

p!q!r!
A (Φ⊗ Ψ ⊗Θ) ∈ Λp+q+r(Rm),

由此, 上述两种表达都统一记作 Φ ∧ Ψ ∧Θ;
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3. 对 ∀Φ ∈ Λp(Rm), Ψ ∈ Λq(Rm), 则有

Φ ∧ Ψ = (−1)pqΨ ∧Φ.

证明 可基于反称化算子的基本性质, 证明外积运算的基本性质.

1. 根据反称化算子的线性性, 这是显然的.

2. 根据反称化算子的性质 (3), 有

(Φ ∧ Ψ) ∧Θ =
(p+ q)!

p!q!
A (Φ⊗ Ψ) ∧Θ

=
(p+ q)!

p!q!

(p+ q + r)!

(p+ q)!r!
A [A (Φ⊗ Ψ)⊗Θ]

=
(p+ q + r)!

p!q!r!
A (Φ⊗ Ψ ⊗Θ).

同理可得

Φ ∧ (Ψ ∧Θ) =
(p+ q + r)!

p!q!r!
A (Φ⊗ Ψ ⊗Θ).

因此有

(Φ ∧ Ψ) ∧Θ = Φ ∧ (Ψ ∧Θ) =
(p+ q + r)!

p!q!r!
A (Φ⊗ Ψ ⊗Θ).

3. 根据外积运算的定义, 有

Φ ∧ Ψ =
(p+ q)!

p!q!
A (Φ⊗ Ψ) =

1

p!q!

∑
σ∈Pp+q

sgnσIσ(Φ⊗ Ψ)

=
1

p!q!

∑
σ∈Pp+q

sgnσIσ(Φ
i1···ipΨ j1···jqgi1 ⊗ · · · ⊗ gip ⊗ gj1 ⊗ · · · ⊗ gjq)

=
1

p!q!

∑
σ∈Pp+q

sgnσΦi1···ipΨ j1···jqIσ(gi1 ⊗ · · · ⊗ gip ⊗ gj1 ⊗ · · · ⊗ gjq).

引入置换

τ−1 =

(
i1 · · · iq iq+1 · · · ip j1 · · · jq

j1 · · · jq i1 · · · ip−q ip−q+1 · · · ip

)
∈ Pp+q,

此置换将哑标 i1, · · · , ip 与哑标 j1, · · · , jq 整体换位 (此处假设了 q < p, 另一种情况的构
造方法完全类似). 则有

Φ ∧ Ψ =
1

p!q!

∑
σ∈Pp+q

sgn (σ ◦ τ)Φi1···ipΨ j1···jqIσ◦τ (gi1 ⊗ · · · ⊗ gip ⊗ gj1 ⊗ · · · ⊗ gjq)

=
1

p!q!
sgn τ

∑
σ∈Pp+q

sgnσΦi1···ipΨ j1···jqIσ(gτ−1(i1) ⊗ · · · ⊗ gτ−1(ip) ⊗ gτ−1(j1) ⊗ · · ·

⊗ gτ−1(jq))

=
1

p!q!
sgn τ

∑
σ∈Pp+q

sgnσΦi1···ipΨ j1···jqIσ(gj1 ⊗ · · · ⊗ gjq ⊗ gi1 ⊗ · · · ⊗ gip)

= sgn τ
1

p!q!

∑
σ∈Pp+q

sgnσIσ(Ψ ⊗Φ) = sgn τΨ ∧Φ.
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以下考虑 sgn τ , 依次将 i1, · · · , ip 移动到 j1, · · · , jq 之前, 总共需要 pq 次操作, 因此

sgn τ = (−1)pq.

综上, 有
Φ ∧ Ψ = (−1)pqΨ ∧Φ.

1.3 反对称张量的表示

反对称张量也常称为外形式, r 阶反对称张量则称为 r-形式. 显然 Rm 上全体 r-形式组成的
空间是 r 阶张量空间 T r(Rm) 的一个子空间, 称为 Rm 上的 r-形式空间, 记作 Λr(Rm).

定义 1.5 (简单 r-形式). 设 u1, · · · ,ur ∈ Rm, 则 u1 ∧ · · · ∧ ur ∈ Λr(Rm) 称为简单 r-形式.

根据外积运算的基本性质 (1), 有

u1 ∧ · · · ∧ ur =
r!

1! · · · 1!
A (u1 ⊗ · · · ⊗ ur) = r!A (u1 ⊗ · · · ⊗ ur) ∈ Λr(Rm).

即简单 r-形式是 r 阶反对称张量.

定理 1.4. 设 u1, · · · ,ur ∈ Rm, v1, · · · ,vr ∈ Rm, 则有

u1 ∧ · · · ∧ ur(v1, · · · ,vr) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
(u1,v1)Rm · · · (u1,vr)Rm

...
...

(ur,v1)Rm · · · (ur,vr)Rm

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
证明 根据外积的定义可有

u1 ∧ · · · ∧ ur(v1, · · · ,vr) = r!A (u1 ⊗ · · · ⊗ ur)(v1, · · · ,vr)

=
∑
σ∈Pr

sgnσIσ(u1 ⊗ · · · ⊗ ur)(v1, · · · ,vr)

=
∑
σ∈Pr

sgnσ(u1 ⊗ · · · ⊗ ur)(vσ(1), · · · ,vσ(r)) (置换算子的定义)

=
∑
σ∈Pr

sgnσ(u1,vσ(1))Rm · · · (ur,vσ(r))Rm (简单张量的定义)

=

∣∣∣∣∣∣∣∣
(u1,v1)Rm · · · (u1,vr)Rm

...
...

(ur,v1)Rm · · · (ur,vr)Rm

∣∣∣∣∣∣∣∣ (行列式的定义).

推论 1.4.1. 对 ∀σ ∈ Pr, 有

Iσ(gi1 ∧ · · · ∧ gir) = gσ(i1) ∧ · · · ∧ gσ(ir) = gσ−1(i1) ∧ · · · ∧ gσ−1(ir)

= sgnσgi1 ∧ · · · ∧ gir .
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证明 根据置换算子的定义, 有

Iσ(gi1 ∧ · · · ∧ gir)(u1, · · · ,ur) = gi1 ∧ · · · ∧ gir(uσ(1), · · · ,uσ(r))

=

∣∣∣∣∣∣∣∣
(gi1 ,uσ(1))Rm · · · (gi1 ,uσ(r))Rm

...
...

(gir ,uσ(1))Rm · · · (gir ,uσ(r))Rm

∣∣∣∣∣∣∣∣ = sgnσ

∣∣∣∣∣∣∣∣
(gi1 ,u1)Rm · · · (gi1 ,ur)Rm

...
...

(gir ,u1)Rm · · · (gir ,ur)Rm

∣∣∣∣∣∣∣∣
= sgnσgi1 ∧ · · · ∧ gir(u1, · · · ,ur).

同样有

Iσ(gi1 ∧ · · · ∧ gir)(u1, · · · ,ur)

= sgnσ

∣∣∣∣∣∣∣∣
(gi1 ,u1)Rm · · · (gi1 ,ur)Rm

...
...

(gir ,u1)Rm · · · (gir ,ur)Rm

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣
(gσ(i1),u1)Rm · · · (gσ(i1),ur)Rm

...
...

(gσ(ir),u1)Rm · · · (gσ(ir),ur)Rm

∣∣∣∣∣∣∣∣
= gσ(i1) ∧ · · · ∧ gσ(ir)(u1, · · · ,ur),

Iσ(gi1 ∧ · · · ∧ gir)(u1, · · · ,ur)

=

∣∣∣∣∣∣∣∣
(gi1 ,uσ(1))Rm · · · (gi1 ,uσ(r))Rm

...
...

(gir ,uσ(1))Rm · · · (gir ,uσ(r))Rm

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣
(gσ−1(i1),u1)Rm · · · (gσ−1(i1),ur)Rm

...
...

(gσ−1(ir),u1)Rm · · · (gσ−1(ir),ur)Rm

∣∣∣∣∣∣∣∣
= gσ−1(i1) ∧ · · · ∧ gσ−1(ir)(u1, · · · ,ur).

综上, 有
Iσ(gi1 ∧ · · · ∧ gir) = sgnσgi1 ∧ · · · ∧ gir = gσ(i1) ∧ · · · ∧ gσ(ir).

引理 1.5. 如果反对称张量的分量有两个指标相同, 则该分量必为零.

证明 设 Φ ∈ Λr(Rm), 则其分量满足

Φσ(k1)···σ(kr) = sgnσΦk1···kr , ∀σ ∈ Pr.

设该分量的第 i 个和第 j 个指标是相同的, 即 ki = kj . 令

σ =

[
1 · · · i · · · j · · · r

1 · · · j · · · i · · · r

]
,

则有 sgnσ = −1. 所以有

Φk1···ki···kj ···kr = −Φk1···kj ···ki···kr = −Φk1···ki···kj ···kr ,

即 Φk1···ki···kj ···kr = 0 (ki = kj).

此引理表明, 如果某外形式空间 r > m, 则必然有 Λr(Rm) = {0}, 即仅含有 r 阶零张量.
根据引理1.5(第6页)), 可以得出如下的反对称张量表示定理.
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定理 1.6 (反对称张量表示定理). 设 Φ ∈ Λr(Rm), 则反对称张量 Φ 可以表示为

Φ = Φi1···irgi1 ⊗ · · · ⊗ gir

=
∑

16i1<···<ir6m

Φi1···irgi1 ∧ · · · ∧ gir =
1

r!
Φi1···irgi1 ∧ · · · ∧ gir .

证明 根据引理1.5(第6页), 除去 Φ 中必为零的分量 (即有相同指标的分量), 即有

Φ =
∑

16i1<···<ir6m

∑
σ∈Pr

Φσ(i1)···σ(ir)gσ(i1) ⊗ · · · ⊗ gσ(ir)

=
∑

16i1<···<ir6m

∑
σ∈Pr

sgnσΦi1···irgσ(i1) ⊗ · · · ⊗ gσ(ir)

=
∑

16i1<···<ir6m

Φi1···ir
∑
σ∈Pr

sgnσIσ−1(gi1 ⊗ · · · ⊗ gir)

=
∑

16i1<···<ir6m

Φi1···ir [r!A (gi1 ⊗ · · · ⊗ gir)
]

(反称化算子的定义)

=
∑

16i1<···<ir6m

Φi1···irgi1 ∧ · · · ∧ gir .

定理的第一个式子得证. 以下证明定理的第二种表示, 有

Φ =
∑

16i1<···<ir6m

Φi1···irgi1 ∧ · · · ∧ gir

=
∑

16i1<···<ir6m

sgnσΦσ(i1)···σ(ir)sgnσIσ−1(gi1 ∧ · · · ∧ gir) , ∀σ ∈ Pr

=
∑

16i1<···<ir6m

Φσ(i1)···σ(ir)gσ(i1) ∧ · · · ∧ gσ(ir) , ∀σ ∈ Pr

=
∑

16i1<···<ir6m

∑
σ∈Pr

1

r!
Φσ(i1)···σ(ir)gσ(i1) ∧ · · · ∧ gσ(ir)

=
1

r!

∑
i1,··· ,ir

Φi1···irgi1 ∧ · · · ∧ gir =
1

r!
Φi1···irgi1 ∧ · · · ∧ gir .

定理1.6(第7页) 表明, {gi1 ∧ · · · ∧ gir}16i1<···<ir6m 为 r-形式空间 Λr(Rm) 的基, 其维数为( r

m

)
= m(m− 1) · · · (m− (r − 1)) =

m!

(m− r)!
.

设有反对称张量 Φ ∈ Λr(Rm),Ψ ∈ Λs(Rm), 其表示为

Φ =
1

r!
Φi1···irgi1 ∧ · · · ∧ gir ,

Ψ =
1

s!
Ψ j1···jsgj1 ∧ · · · ∧ gjs ,

则 Φ 和 Ψ 的外积 Φ ∧ Ψ 的表示为

Φ ∧ Ψ =

(
1

r!
Φi1···irgi1 ∧ · · · ∧ gir

)
∧
(
1

s!
Ψ j1···jsgj1 ∧ · · · ∧ gjs

)
=

1

r!s!
Φi1···irΨ j1···jsgi1 ∧ · · · ∧ gir ∧ gj1 ∧ · · · ∧ gjs ∈ Λr+s(Rm).

此结论基于外积运算基本性质1.3(第3页) 的 (1) 和 (2).

7



张
量
分
析
讲
稿
谢
锡
麟

张量代数—反称化算子及反对称张量 谢锡麟

2 应用事例

2.1 有关向量组的应用

引理 2.1 (向量组线性相关性的外积表示). 向量组 {gi}ri=1 ⊂ Rm 线性相关的充分必要条件

为

g1 ∧ · · · ∧ gr = 0 ∈ Λr(Rm).

证明 可直接基于运算, 证明充分必要性.

1. 证明必要性. 设有 {gi}ri=1 ⊂ Rm 线性相关, 需证 g1 ∧ · · · ∧ gr = 0 ∈ Λr(Rm).

由于 {gi}ri=1 线性相关, 不妨设有 gr = c1g1 + · · ·+ cr−1gr−1 ∈ Rm, 故有

g1 ∧ · · · ∧ gr−1 ∧ gr = g1 ∧ · · · ∧ gr−1 ∧
(
c1g1 + · · ·+ cr−1gr−1

)
= 0+ · · ·+ 0+ 0 = 0 ∈ Λr(Rm).

2. 证明充分性. 设有 g1 ∧ · · · ∧ gr = 0 ∈ Λr(Rm), 需证 {gi}ri=1 ⊂ Rm 线性相关.

利用反证法, 设 {gi}ri=1 线性无关, 可补充 {gj}mj=r+1 使得 {gi}ri=1 ∪ {gj}mj=r+1 为 Rm 的

一组基, 由此存在对偶基 {gα}mα=1. 考虑到

g1 ∧ · · · ∧ gr(g1, · · · , gr) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
(g1, g

1)Rm · · · (g1, g
r)Rm

...
...

(gr, g
1)Rm · · · (gr, g

r)Rm

∣∣∣∣∣∣∣∣ = det Ir = 1,

即有 g1 ∧ · · · ∧ gr ̸= 0 ∈ Λr(Rm), 即得矛盾.

由引理2.1(第8页) 可得如下引理.

引理 2.2 (向量组线性无关性的外积表示). 向量组 {gi}ri=1 ⊂ Rm 线性无关的充分必要条件

为

g1 ∧ · · · ∧ gr ̸= 0 ∈ Λr(Rm).

按引理2.1(第8页) 和引理2.2(第8页), 可有两向量组之间的关系.

引理 2.3 (Cartan 引理). 设有向量组 {ui}ri=1, {vi}ri=1 ⊂ Rm, 满足

r∑
i=1

ui ∧ vi = 0 ∈ Λ2(Rm).

如有 {vi}ri=1 线性无关, 则有

ui =

r∑
s=1

Psivs, i = 1, · · · , r,

且 Pij = Pji, i, j = 1, · · · , r.
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证明 由于 {vi}ri=1 ⊂ Rm 线性无关, 则可补充 {vr+1, · · · ,vm} ⊂ Rm, 使得 {vα}mα=1 为 Rm

的一组基. 由此有

ui =

m∑
α=1

Pαivα, i = 1, · · · , r.

由

0 =

r∑
i=1

ui ∧ vi =
r∑

i=1

m∑
α=1

Pαivα ∧ vi

=
r∑

i=1

r∑
j=1

Pjivj ∧ vi +
r∑

i=1

m∑
j=r+1

Pjivj ∧ vi

=
∑

16j<i6r

(Pji − Pij)vj ∧ vi +
r∑

i=1

m∑
j=r+1

Pjivj ∧ vi ∈ Λ2(Rm),

考虑到 {vβ ∧ vα}16β<α6m 为 Λ2(Rm) 的一个基, 有

Pij = Pji, i, j = 1, · · · , r; Pji = 0, i = 1, · · · , r, j = r + 1, · · · ,m.

故有

ui =

r∑
j=1

Pjivj , i = 1, · · · , r.

引理 2.4 (两向量组之间的关系). 设有 ∀ {ui,vi}ri=1, {ξi,ηi}ri=1 ⊂ Rm 为两个向量组, 如有

1. {ui,vi}ri=1 ⊂ Rm 线性无关;

2.
r∑

i=1

ui ∧ vi =
r∑

i=1

ξi ∧ ηi ∈ Λ2(Rm),

则有 {ξi,ηi}ri=1 ⊂ Rm 线性无关, 且 {ξi,ηi}ri=1 可由 {ui,vi}ri=1 线性表示.

证明 计算(
r∑

i=1

ui ∧ vi

)r

, (u1 ∧ v1 + · · ·+ ur ∧ vr) ∧ · · · ∧ (u1 ∧ v1 + · · ·+ ur ∧ vr)

=
∑
σ∈Pr

(
uσ(1) ∧ vσ(1)

)
∧ · · · ∧

(
uσ(m) ∧ vσ(m)

)
=

(∑
σ∈Pr

sgn 2σ

)
[(u1 ∧ v1) ∧ · · · ∧ (ur ∧ vr)]

= r!u1 ∧ v1 ∧ · · · ∧ ur ∧ vr,

故有

u1 ∧ v1 ∧ · · · ∧ ur ∧ vr = ξ1 ∧ η1 ∧ · · · ∧ ξr ∧ ηr.

由 {ui,vi}ri=1 ⊂ Rm 线性无关, 故上式为非零 2r-形式. 按向量组线性无关的外积表示, 可有
{ξi,ηi}ri=1 ⊂ Rm 线性无关.
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另考虑到

u1 ∧ v1 ∧ · · · ∧ ur ∧ vr ∧ ξi = ξ1 ∧ η1 ∧ · · · ∧ ξr ∧ ηr ∧ ξi = 0 ∈ Λ2r+1(Rm),

其中 i = 1, · · · , r. 结合向量组线性相关性的外积表示, 以及 {ui,vi}ri=1 的线性无关性, 有
ξi ∈ Rm(i = 1, · · · , r) 可由 {ui,vi}ri=1 线性表示.

引理 2.5 (外形式的低一阶表示). 设 {ξi}ri=1 为线性无关向量组, 则对 ∀Φ ∈ Λp(Rm) 有表

示

Φ = ξ1 ∧ψ1 + · · ·+ ξr ∧ψr, ψ1, · · · ,ψr ∈ Λp−1(Rm)

的充分必要条件为

ξ1 ∧ · · · ∧ ξr ∧Φ = 0 ∈ Λr+p(Rm).

证明 按线性代数中的结论,可将线性无关组 {ξi}ri=1 ⊂ Rm扩充为 Rm中的一组基 {ξα}mα=1.
由此可有 {ξi1 ∧ · · · ∧ ξip}16i1<···<ip6m 为 Λp(Rm) 的一组基, 即有

Φ =
∑

16i1<···<ip6m

Φi1···ipξi1 ∧ · · · ∧ ξip

= ξ1 ∧

 ∑
26i2<···<ip6m

Φ1i2···ipξi2 ∧ · · · ∧ ξip

+ · · ·

+ ξr ∧

 ∑
r+16i2<···<ip6m

Φri2···ipξi2 ∧ · · · ∧ ξip


+

∑
r+16i1<···<ip6m

Φi1···ipξi1 ∧ · · · ∧ ξip

=: ξ1 ∧ψ1 + · · ·+ ξr ∧ψr +
∑

r+16i1<···<ip6m

Φi1···ipξi1 ∧ · · · ∧ ξip .

当 r + p > m 时, 上式最后一项自动消失. 在此情形下即有

Φ = ξ1 ∧ψ1 + · · ·+ ξr ∧ψr, ξ1 ∧ · · · ∧ ξr ∧Φ = 0.

亦即结论自然成立.
当 r + p 6 m 时, 设有 ξ1 ∧ · · · ∧ ξr ∧Φ = 0 ∈ Λr+p(Rm), 则

ξ1 ∧ · · · ∧ ξr ∧Φ =
∑

r+16i1<···<ip6m

Φi1···ipξ1 ∧ · · · ∧ ξr ∧ ξi1 ∧ · · · ∧ ξip = 0 ∈ Λr+p(Rm).

由于 {ξj1 ∧ · · · ∧ ξjr+p
}16j1<···<jr+p6m 为 Λr+p(Rm) 的基, 故按上式有

Φi1···ip = 0, r + 1 6 i1 < · · · < ip 6 m,

即有 Φ = ξ1 ∧ψ1 + · · ·+ ξr ∧ψr.
反之, 设有 Φ = ξ1 ∧ ψ̃1 + · · ·+ ξr ∧ ψ̃r, 其中 ψ̃1, · · · , ψ̃r ∈ Λp−1(Rm), 考虑到 {ξj1 ∧ · · · ∧

ξjr+p
}16j1<···<jr+p6m 为 Λr+p(Rm) 的基, 则有

Φi1···ip = 0, r + 1 6 i1 < · · · < ip 6 m,

故有

ξ1 ∧ · · · ∧ ξr ∧Φ = 0 ∈ Λr+p(Rm).
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2.2 广义 Kronecker 符号

定义 2.1 (广义 Kronecker 符号). Rm 空间中的广义 Kronecker 符号定义为

δi1···irj1···jr ,

∣∣∣∣∣∣∣∣
δi1j1 · · · δi1jr
...

...
δirj1 · · · δirjr

∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
此处 i1, · · · , ir = 1, · · · ,m; j1, · · · , jr = 1, · · · ,m.

按定理1.4(第5页), 有

δi1···irj1···jr = gi1 ∧ · · · ∧ gir(gj1 , · · · , gjr) = gj1 ∧ · · · ∧ gjr(g
i1 , · · · , gir).

性质 2.6 (广义 Kronecker 符号基本性质). 广义 Kronecker 符号具有如下基本性质:

1. δi1···irsj1···jrs = (m− r)δi1···irj1···jr ;

2. δi1···irst···s1j1···jrst···s1 =
(m− r)!

(m− r − t)!
δi1···irj1···jr .

证明 可直接通过行列式计算, 证明广义 Kronecker 符号的基本性质.

1. 根据定义, 如果 j1, · · · , jr 互不相同, 则有

δi1···irsj1···jrs ,
m∑
s=1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

δi1j1 · · · δi1jr δi1s
...

...
...

δirj1 · · · δirjr δirs

δsj1 · · · δsjr δss

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∑
s̸={j1,··· ,jr}

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

δi1j1 · · · δi1jr δi1s
...

...
...

δirj1 · · · δirjr δirs

δsj1 · · · δsjr δss

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∑
s̸={j1,··· ,jr}

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

δi1j1 · · · δi1jr δi1s
...

...
...

δirj1 · · · δirjr δirs

0 · · · 0 δss

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∑
s ̸={j1,··· ,jr}

∣∣∣∣∣∣∣∣
δi1j1 · · · δi1jr
...

...
δirj1 · · · δirjr

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∑
s̸={j1,··· ,jr}

δi1···irj1···jr = (m− r)δi1···irj1···jr .

如果 j1, · · · , jr 中至少两个相同, 则有 δi1···irsj1···jrs = δi1···irj1···jr = 0. 综上有

δi1···irsj1···jrs = (m− r)δi1···irj1···jr .

2. 根据上一条性质, 有

δi1···irst···s1j1···jrst···s1 = [m− (r + t− 1)]δi1···irst···s2j1···jrst···s2

= [m− (r + t− 1)] [m− (r + t− 2)] δi1···irst···s3j1···jrst···s3

= · · · = [m− (r + t− 1)] · · · (m− r)δi1···irj1···jr =
(m− r)!

(m− r − t)!
δi1···irj1···jr .
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设矩阵 A =


Ai1j1 · · · Ai1jr

...
...

Airj1 · · · Airjr

 ∈ Rr×r, 则基于广义 Kronecker 符号, 可得行列式的另一

表达式

detA =
1

r!

∑
α,β∈Pr

sgnαsgnβAα(i1),β(j1) · · ·Aα(ir),β(jr)

=
1

r!

∑
α,β∈Pr

sgnαsgnβ
(
δp1α(i1) · · · δ

pr
α(ir)

)(
δq1β(j1) · · · δ

qr
β(jr)

)
Ap1q1 · · ·Aprqr

=
1

r!

∣∣∣∣∣∣∣∣
δp1i1 · · · δp1ir
...

...
δpri1 · · · δprir

∣∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣∣
δq1j1 · · · δq1jr
...

...
δqrj1 · · · δqrjr

∣∣∣∣∣∣∣∣Ap1q1 · · ·Aprqr

=
1

r!
δp1···pri1 ··· ir δ

q1···qr
j1 ··· jrAp1q1 · · ·Aprqr .

为讨论方便, 考虑 A =
(
Aij

)
∈ Rr×r, 此处 i, j = 1, · · · , r, 则有

detA =
1

r!
δp11

···
···
pr
r δq11

···
···
qr
r Ap1q1 · · ·Aprqr .

考虑

∂ detA
∂Aij

=
1

r!
δp11

···
···
pr
r δq11

···
···
qr
r

(
∂Ap1q1

∂Aij
Ap2q2 · · ·Aprqr + · · ·+Ap1q1 · · ·Apr−1qr−1

∂Aprqr

∂Aij

)
=

1

r!
δp11

···
···
pr
r δq11

···
···
qr
r

(
δp1iδq1jAp2q2 · · ·Aprqr + · · ·+Ap1q1 · · ·Apr−1qr−1δpriδqrj

)
=

1

r!

(
δi1

p2
2

···
···
pr
r δj1

q2
2

···
···
qr
r Ap2q2 · · ·Aprqr

+ · · ·+ δp11
···
···
pr−1

(r−1)
i
rδ

q1
1

···
···
qr−1

(r−1)
j
rAp1q1 · · ·Apr−1qr−1

)
=

1

(r − 1)!
δi1

p2
2

···
···
pr
r δj1

q2
2

···
···
qr
r Ap2q2 · · ·Aprqr =: (adjA)ji,

式中 adjA 表示矩阵 A 的伴随矩阵, 即

adjA =


∆11 · · · ∆1m

...
...

∆m1 · · · ∆mm


T

=


∆11 · · · ∆m1

...
...

∆1m · · · ∆mm

 ,
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此处 ∆ij 表示矩阵 A 元素 Aij 的代数余子式. 计算

(adjA)jiAik =
1

(r − 1)!
δip2···pr12 ··· r δjq2···qr12 ··· r AikAp2q2 · · ·Aprqr

=
1

(r − 1)!

(∑
σ∈Pr

sgnσδiσ(1)δ
p2
σ(2) · · · δ

pr
σ(r)

)
AikAp2q2 · · ·Aprqrδ

jq2···qr
12 ··· r

=
1

(r − 1)!

(∑
σ∈Pr

sgnσAσ(1)kAσ(2)q2 · · ·Aσ(r)qr

)
δjq2···qr12 ··· r

=
1

(r − 1)!

∣∣∣∣∣∣∣∣
A1k A1q2 · · · A1qr

...
...

...
Ark Arq2 · · · Arqr

∣∣∣∣∣∣∣∣ δ
jq2···qr
12 ··· r

=
(−1)j

(r − 1)!

∣∣∣∣∣∣∣∣
A1k A1q2 · · · A1qr

...
...

...
Ark Arq2 · · · Arqr

∣∣∣∣∣∣∣∣ δ
q2···j···qr
1 ···j··· r

式中 {q2, · · · , qr} 只能为 {σ(1), · · · ,
◦
j, · · · , σ(r)}, ∀σ ∈ Pr−1, 结合行列式的基本性质, 可见当

j ̸= k 时, 有 (adjA)jiAik = 0. 当 j = k 时, 有

(adjA)jiAij =
1

(r − 1)!

∣∣∣∣∣∣∣∣
A1q2 · · · A1j · · · A1qr

...
...

...
Arq2 · · · Arj · · · Arqr

∣∣∣∣∣∣∣∣ δ
q2···j···qr
1 ···j··· r (对 j 不求和)

=
1

(r − 1)!

∑
σ∈Pr−1

∣∣∣∣∣∣∣∣
A1σ(1) · · · A1j · · · A1σ(r)

...
...

...
Arσ(1) · · · Arj · · · Arσ(r)

∣∣∣∣∣∣∣∣ δ
σ(1)···j···σ(r)
1 ···j··· r

=
1

(r − 1)!

 ∑
σ∈Pr−1

sgn 2σ


∣∣∣∣∣∣∣∣
A11 · · · A1r

...
...

Ar1 · · · Arr

∣∣∣∣∣∣∣∣ = detA,

此处 σ =

 1 · · ·
◦
j · · · r

σ(1) · · · σ(
◦
j) · · · σ(r)

 ∈ Pr−1. 综上, 有

(adjA)jiAik = δjk detA

或者当 detA ̸= 0 时, 有
adjA
detAA = Ir,

即有

A−1 =
adjA
detA .

2.3 Eddington 张量

Eddington 张量的定义可基于外积运算, 其几何意义可理解为 Euclid 空间中的体积单元.
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定义 2.2 (Eddington 张量). 设 {ei}mi=1 为 Rm 空间中的一组单位正交基, 定义

ε = e1 ∧ · · · ∧ em ∈ Λm(Rm),

称为 Eddington 张量.

考虑 ∀ {e(i)}mi=1 为 Rm 的另一组单位正交基, 设有(
e(1) · · · e(m)

)
=
(
e1 · · · em

)
P ,

其中 P 为正交矩阵, 而且设 detP = 1. 由此即有 e(i) = Psies. 计算

e(1) ∧ · · · ∧ e(m) = (Ps1,1es1) ∧ · · · ∧ (Psm,mesm) = Ps1,1 · · ·Psm,mes1 ∧ · · · ∧ esm .

根据简单外形式的性质, s1, · · · , sm 中只要有任意两数相等, 结果即为零. 因此可有

e(1) ∧ · · · ∧ e(m) =
∑
σ∈Pm

Pσ(1),1 · · ·Pσ(m),meσ(1) ∧ · · · ∧ eσ(m)

=
∑
σ∈Pm

sgnσPσ(1),1 · · ·Pσ(m),me1 ∧ · · · ∧ em

= det (Pij) e1 ∧ · · · ∧ em = e1 ∧ · · · ∧ em,

故 Eddington 张量的定义不依赖于单位正交基的选取.
对于一般基 {gi}mi=1, 设有(

g1 · · · gm

)
=
(
i1 · · · im

)
P ,

即有 gi = Psiis. 所以

g1 ∧ · · · ∧ gm = (Ps1,1is1) ∧ · · · ∧ (Psm,mism) = det (Pij) i1 ∧ · · · ∧ im

= det
(
g1 · · · gm

)
i1 ∧ · · · ∧ im,

故有

ε =
1
√
g
g1 ∧ · · · ∧ gm.

此处
√
g = det

(
g1 · · · gm

)
> 0 称为体积单元. 同理可有 ε =

√
gg1 ∧ · · · ∧ gm.

性质 2.7.

εi1···imεj1···jm =

∣∣∣∣∣∣∣∣
δi1j1 · · · δi1jm
...

...
δimj1 · · · δimjm

∣∣∣∣∣∣∣∣
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证明 根据张量分量和 Eddington 张量的定义, 可有

εi1···im = ε(gi1 , · · · , gim) = √
gg1 ∧ · · · gm(gi1 , · · · , gim)

=
√
g

∣∣∣∣∣∣∣∣
δi11 · · · δim1
...

...
δi1m · · · δimm

∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
εj1···jm = ε(gj1 , · · · , gjm) =

1
√
g
g1 ∧ · · · gm(gj1 , · · · , gjm)

=
1
√
g

∣∣∣∣∣∣∣∣
δ1j1 · · · δ1jm
...

...
δmj1 · · · δmjm

∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
所以

εi1···imεj1···jm =

∣∣∣∣∣∣∣∣
δi11 · · · δim1
...

...
δi1m · · · δimm

∣∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣∣
δ1j1 · · · δ1jm
...

...
δmj1 · · · δmjm

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣
δi1j1 · · · δi1jm
...

...
δimj1 · · · δimjm

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
上式最后一步利用了行列式的性质??(第??页), 即关系式 det(AB) = detAdetB.

2.4 Hodge 星算子

Hodge 星算子的定义基于外积运算.

定义 2.3 (Hodge 星算子). Hodge 星算子用映照形式可以表示为

∗ : Λr(Rm) ∋ Φ 7→ ∗Φ ∈ Λs(Rm), s = m− r,

满足

ε♢ (Φ ∧ Ψ) = (∗Φ)♢Ψ , 1

s!
(∗Φ) ⊙ Ψ , ∀Ψ ∈ Λs(Rm).

此处 ε ∈ Λm(Rm) 为 m 阶 Eddington 张量, 运算 ♢ 称为外全点积.

性质 2.8 (Hodge 星算子基本性质). Hodge 星算子具有如下基本性质:

1. 对 ∀Φ ∈ Λr(Rm), 有
∗Φ =

(−1)rs

r!
ε
(r
·

)
Φ, s = m− r;

2. 对 ∀Φ ∈ Λr(Rm), 有
∗(∗Φ) = (−1)rsΦ, s = m− r.

证明 可直接通过张量整体形式的计算, 证明 Hodge 星算子的基本性质.
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1. 计算

ε♢ (Φ ∧ Ψ) = ε♢
(

1

r!s!
Φi1···irΨj1···jsg

i1 ∧ · · · ∧ gir ∧ gj1 ∧ · · · ∧ gjs
)

= ε♢
[
m!

r!s!
Φi1···irΨj1···jsA

(
gi1 ⊗ · · · ⊗ gir ⊗ gj1 ⊗ · · · ⊗ gjs

)]
= ε♢

[
1

r!s!

∑
σ∈Pm

sgnσΦi1···irΨj1···jsg
σ−1(i1) ⊗ · · · ⊗ gσ−1(ir) ⊗ gσ−1(j1) ⊗ · · · ⊗ gσ−1(js)

]

= ε♢
[

1

r!s!

∑
σ∈Pm

sgnσΦσ(i1)···σ(ir)Ψσ(j1)···σ(js)g
i1 ⊗ · · · ⊗ gir ⊗ gj1 ⊗ · · · ⊗ gjs

]

=
1

r!s!m!

∑
σ∈Pm

sgnσΦσ(i1)···σ(ir)Ψσ(j1)···σ(js)ε
i1···irj1···js

=
1

r!s!m!

∑
σ∈Pm

sgnσΦi1···irΨj1···jsε
σ−1(i1)···σ−1(ir)σ−1(j1)···σ−1(js)

=
1

r!s!m!

∑
σ∈Pm

sgnσΦi1···irΨj1···jssgnσ−1εi1···irj1···js

=
1

r!s!
Φi1···irΨj1···jsε

i1···irj1···js .

另有

(∗Φ)♢Ψ =
1

s!
(∗Φ)j1···jsΨj1···js ,

所以, 有
(∗Φ)j1···js = 1

r!
Φi1···irε

i1···irj1···js =
(−1)rs

r!
εj1···jsi1···irΦi1···ir ,

即有

∗Φ =
(−1)rs

r!
ε
(r
·

)
Φ.

2. 计算

∗(∗Φ) = ∗
[
(−1)rs

r!
ε
(r
·

)
Φ

]
=

(−1)sr

s!
ε
(s
·

)[(−1)rs

r!
ε
(r
·

)
Φ

]
=

1

r!s!
ε
(s
·

) [
ε
(r
·

)
Φ
]
=

1

r!s!
ε
(s
·

) (
εj1···jsi1···irΦi1···irgj1 ⊗ · · · ⊗ gjs

)
=

1

r!s!
εk1···krj1···jsε

j1···jsi1···irΦi1···irg
k1 ⊗ · · · ⊗ gkr

=
(−1)rs

r!s!
εk1···krj1···jsε

i1···irj1···jsΦi1···irg
k1 ⊗ · · · ⊗ gkr

=
(−1)rs

r!s!
δi1···irj1···jsk1···krj1···jsΦi1···irg

k1 ⊗ · · · ⊗ gkr

=
(−1)rs

r!
δi1···irk1···krΦi1···irg

k1 ⊗ · · · ⊗ gkr

=
(−1)rs

r!

(∑
σ∈Pr

sgnσδi1σ(k1) · · · δ
ir
σ(kr)

Φi1···ir

)
gk1 ⊗ · · · ⊗ gkr

=
(−1)rs

r!

(∑
σ∈Pr

sgnσΦσ(i1)···σ(ir)

)
gk1 ⊗ · · · ⊗ gkr

= (−1)rsΦk1···krg
k1 ⊗ · · · ⊗ gkr = (−1)rsΦ.
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作为例子, 考虑 ∀a, b ∈ R3, 则 a ∧ b ∈ Λ2(R3), 且有

∗(a ∧ b) = (−1)2×1

2!
ε

(
2

·

)
(a ∧ b) = 1

2
ε

(
2

·

)
[2A (a⊗ b)]

=
1

2
ε

(
2

·

)∑
σ∈P2

sgnσIσ
(
aibjg

i ⊗ gj
) =

1

2
ε

(
2

·

)[
aibj

(
gi ⊗ gj − gj ⊗ gi

)]
=

1

2

(
εijkaibjgk − εjikaibjgk

)
= εijkaibjgk = a× b ∈ R3.

亦即, 对 R3 中任意 2 个向量的叉乘, 可通过两者的外积再取 Hodeg 算子来表示.
再考虑 ∀a, b ∈ R4, 则 a ∧ b ∈ Λ2(R4), 且有

∗(a ∧ b) = (−1)2×2

2!
ε

(
2

·

)
(a ∧ b) = 1

2
ε

(
2

·

)
[2A (a⊗ b)]

=
1

2
ε

(
2

·

)∑
σ∈P2

sgnσIσ
(
aibjg

i ⊗ gj
) =

1

2
ε

(
2

·

)[
aibj

(
gi ⊗ gj − gj ⊗ gi

)]
=

1

2

(
εstijaibjgs ⊗ gt − εstjiaibjgs ⊗ gt

)
= εstijaibjgs ⊗ gt ∈ T 2(R4)

= εσ
−1(s)σ−1(t)ijaibjgσ(s) ⊗ gσ(t), ∀σ ∈ P2

= εstijaibj [sgnσIσ (gs ⊗ gt)] , ∀σ ∈ P2

=
1

2!
εstijaibj

∑
σ∈P2

sgnσIσ (gs ⊗ gt)

 = εstijaibjA (gs ⊗ gt)

=
1

2
εstijaibjgs ∧ gt.

另考虑 {gi}
p+1
i=1 ⊂ Rp+1 为一个基, 而 {gi}p+1

i=1 ⊂ Rp+1 为其对偶基, 可计算

∗ (g1 ∧ · · · ∧ gp) =
(−1)p×1

p!
ε
(p
·

)
(g1 ∧ · · · ∧ gp) =

(−1)p

p!
ε
(p
·

) [
p!A (g1 ⊗ · · · ⊗ gp)

]
=

(−1)p

p!
ε
(p
·

)∑
σ∈Pp

sgnσIσ(g1 ⊗ · · · ⊗ gp)


=

(−1)p

p!

∑
σ∈Pp

sgnσε
(p
·

)
gσ(1) ⊗ · · · ⊗ gσ(p) =

(−1)p

p!

∑
σ∈Pp

sgnσεsσ(1)···σ(p)g
s

=
(−1)p

p!

∑
σ∈Pp

sgn 2σ

 εs1···pg
s = ε1···p(p+1)g

p+1 =
1
√
g
gp+1.

此处
√
g = det

(
g1 · · · gp gp+1

)
. 上述分析中利用了

ε1···p(p+1) , ε(g1, · · · , gp+1) =
1
√
g
g1 ∧ · · · ∧ gp+1(g1, · · · , gp+1) =

1
√
g
.

3 建立路径

• 置换运算的基本性质决定了置换算子的基本性质; 而置换算子的基本性质又决定了外积运
算的基本性质. 亦即, 置换运算及其基本性质是本质.
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• 外积运算可谓 “一种神奇的运算”, 藉此可以解释诸多反对称张量的内在性质.
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