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摘　要：概要性地叙述了作者新近提出的“当前物理 构 型 对 应 之 曲 线 坐 标 系 显 含 时 间 的 有 限 变 形 理 论”、“几 何

形态为曲面的连续介质的有限变形理论”，前者针对介质几何形态为Ｅｕｃｌｉｄ流形（体积形态），后者针对Ｒｉｅｍａｎｎ

流形（曲面形态）．类比于一般有限变 形 理 论，上 述 理 论 均 包 括 物 理 及 参 数 构 型 构 造，变 形 梯 度 定 义 及 其 基 本 性

质，变形刻画，输运定理以及守恒律方程．基于上述理论提出对应曲线坐标系显含时间的流函数 涡量解法，固定

曲面上二维不可压缩流动的流函数 涡量解法以及海面油污扩散控制方程，并给出了相关数值研究结果．
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１　当前物理构型对应之曲线坐标系显含时间的有限变形理论

１．１　研究背景

众所周知，当代飞机最为基础的飞行原理是按动量定理通过发动机提供向前推力，从而按Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ
定理由机翼产生升力———利用了流体力学中最为基础的规律．然而，自然界中各种各样的鱼儿游动与鸟儿

飞翔却没有“自身携带的发动机”，它们的自由运动往往仅依赖于躯体的摆动或者翅膀的挥舞———利用边

界的有限变形运动同周围流场间的相互作用而获得所需的各种动力．然而，至今我们对此方面的机制仍知

之甚少，我们当前所发展的航空和航海器的效率也远未及鱼儿与鸟儿［１－４］．
随着现代航空航海业的深度发展，国内外流体力学界开始广泛关注边界的有限变形运动同周围流场

间的相互作用．Ｗｕ　Ｃ　Ｊ等（２００９，２０１０）［３，５，６］主要基于ＣＦＤ（Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ　Ｆｌｕｉｄ　Ｄｙｎａｍｉｃｓ，计算流体动力

学）以及控制理论等研究３Ｄ（三维）仿生鱼及鱼群的游动规律，发现类金枪鱼躯体上的旋涡脱落可同尾鳍

摆动造成的同向旋涡发生归并从而提供鱼的推进力；基于其所发展的实时控制理论，通过数值研究发现经

实时优化的二维仿生鱼的形态可显著提高鱼的推进力，流场反映为反向 Ｋａｒｍａｎ涡街的增强．Ｄｏｎｇ　Ｇ　Ｊ
等（２００７）［７］研究了并列二维仿生鱼做同相位及反相位流向行波型运动对推进力等水动力学行为的影响，

发现了涡对涡街、单涡街和同相位及反相位同步涡街等４种大尺度旋涡结构．类似结构也在经典并列双圆

柱绕流［８］以及横向振动单圆柱绕流中发现［９］．Ｄｕ　Ｇ等（２００８）［１０］三维研究发现昆虫翅膀的可变形拍动（弯

拱及扭转，真实情况如此）较之刚性翅膀拍动可显著提高各项气动性能．Ｌｕ　Ｘ　Ｙ等（２００５）［１１］研究了壁面

可作流向行波运动的二维槽道流动，以模拟鱼游动时背脊的波动，发现优化的行波运动可以有效抑制分

离、提高推进及减小输入．Ｗｕ　Ｃ　Ｊ等（２００３）［１２］研究二维机翼上表面的流向行波运动对流动的影响，基于

旋涡的空间特征提出“流动滚柱轴承”（ｆｌｕｉｄ　ｒｏｌｌｅｒ　ｂｅａｒｉｎｇ）的概念，发现适当的表面行波运动可有效抑制

分离，显著提高机翼的空气动力性能．Ｗｕ　Ｃ　Ｊ等（２００７）［１３］进一步研究了二维圆柱后半部表面引入行波运
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动的作用，发现适当的壁面行波运动可抑制Ｋａｒｍａｎ涡街的形成，大幅度降低阻力．
综上所述，绕流体边界的形态及其有限变形运动能够显著地改变流场中的主导旋涡结构及其空间演化

特性，从而大幅度地改变绕流体的气动或水动性能，甚至边界变形运动同流场的相互作用可直接提供动力

等．对此方面机制的研究与掌握必然对现代航空航海业具有极其重要的意义，故引起业界的广泛关注．
１．２　映照及张量分析观点

如图１所示，当研究可变形机翼的绕流时，我们可引入以下显含时间的曲线坐标系：

Ｘ１＝（ｒ（η，ζ，ｔ）＋ξ·（Ｒ（η，ζ）－ｒ（η，ζ，ｔ）））·ｃｏｓη，

Ｘ２＝ζ，

Ｘ３＝（ｒ（η，ζ，ｔ）＋ξ·（Ｒ（η，ζ）－ｒ（η，ζ，ｔ）））·ｓｉｎη
烅
烄

烆 ．

此处（η，ζ）为刻画机翼表面（曲面）的双参数；ｒ（η，ζ，ｔ）和Ｒ（η，ζ）分别刻画机翼表面以及流场外界面，二者

之间所围区域可定义为所需数值模拟的物理流场．利用上述曲线坐标系，物理流场所对应的参数区域为相

对于时间固定的方块．

图１　适用于表面可做有限变形运动机翼绕流的显含时间的曲线坐标系示意图

Ｆｉｇ．１　Ｓｋｅｔｃｈ　ｏｆ　ｃｕｒｖｉｌｉｎｅａｒ　ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓ　ｉｎｃｌｕｄｉｎｇ　ｔｉｍｅ　ｅｘｐｌｉｃｉｔｌｙ　ｔｈａｔ　ｉｓ　ｓｕｉｔａｂｌｅ　ｔｏ
ｆｌｏｗｓ　ａｒｏｕｎｄ　ａｎ　ａｉｒｆｏｉｌ　ｗｉｔｈ　ｄｅｆｏｒｍａｂｌｅ　ｂｏｕｎｄａｒｉｅｓ

进一步，基于一般曲线坐标系的张量场分析，可将任意张量场及其场论微分运算在曲线坐标所诱导的

局部基下展开，如图２所示．如对流项的展开：

珝Ｖ·

Δ

珝Ｖ＝Ｖｊ

Δ

ｊＶｉ珝ｇｉ＝Ｖｊ（ｘ，ｔ）· Ｖｉ

ｘｊ
＋ΓｉｊｋＶ（ ）ｋ （ｘ，ｔ）珝ｇｉ（ｘ，ｔ），Ｖ＝Ｖｉ（ｘ，ｔ）珝ｇｉ（ｘ，ｔ），

其中Γｉｊｋ（ｘ，ｔ）为Ｃｈｒｉｓｔｏｆｆｅｌ符号．籍此，我们可以获得各种控制方程在参数域上的分量控制方程．

图２　一般曲线坐标系及其所诱导的局部基示意图

Ｆｉｇ．２　Ｓｋｅｔｃｈ　ｏｆ　ｇｅｎｅｒａｌ　ｃｕｒｖｉｌｉｎｅａｒ　ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓ　ｗｉｔｈ　ｉｔｓ　ｌｏｃａｌ　ｉｎｄｕｃｅｄ　ｂａｓｉｓ
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按上述映照及张量分析观点，所得控制方程的分量形式有如下特点：① 分量形式为建立在参数区域

上的偏微分方程（Ｐａｒｔｉａｌ　Ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ　Ｅｑｕａｔｉｏｎｓ，ＰＤＥ），计算域形态随时间始终保持方体而边界条件可随

时间变化，由此大大简化了差分格式等构造上的复杂性；② 现分量方程较之直角坐标系的分量方程，可能

引入混合偏导数项、度量张量分量、Ｃｈｒｉｓｔｏｆｆｅｌ符号等而显得更为复杂，但并不引入更高阶导数项，需指出

方程中显含的度量张量分量、Ｃｈｒｉｓｔｏｆｆｅｌ符号等直接由曲线坐标系确定，事先就可获得解析表达式或通过

数值方法确定；③ 在 壁 面 上，物 理 量 按 相 对 于 反 映 曲 面 几 何 性 质 的 局 部 基 展 开，往 往 便 于 边 界 条 件 的

处理．
国际上较早基于张量分析获得一 般 曲 线 坐 标 系 下 的 流 动 控 制 方 程（物 理 量 基 于 局 部 基 展 开）并 进

行数值研究的理论成果包括国际著名透平机械专家吴仲华先生首创的关于Ｓ１及Ｓ２流面的研究［１４］；李

开泰、黄艾香在张量分析及其应用方面的较为系统 的 研 究［１５］，他 们 的 研 究 主 要 应 用 于 旋 转 机 械 叶 片 附

近的流动．这些研究一般仅涉及静止 或 刚 性 的 曲 面 壁 面 而 未 涉 及 壁 面 的 有 限 变 形 运 动，而 我 们 将 当 前

物理构型对应的曲线坐标系（微分同胚）推广到显含时间情形，籍此可获得既“规 则”又“固 定”的 参 数 区

域并基于张量分析获得其上的控 制 方 程．谢 锡 麟（２０１２）［１６］叙 述 了 现 代 张 量 分 析 在 连 续 介 质 力 学 中 的

若干应用．
１．３　有限变形理论

我们按照郭仲衡所述的有限变形理论［１７］，平行发展了当前物理构型对应之曲线坐标系显含时间的有

限变形 理 论［１８］．有 限 变 形 理 论 的 基 本 内 容，可 以 依 次 归 结 为４部 分：（１）物 理 构 型 及 参 数 构 型 构 造；
（２）变形梯度及其基本性质；（３）变形刻画及输运定理（包括：① 初始物理构型以及当前物理构型中有向

线元、面元以及体元之间的关系；② 初始物理构型以及当前物理构型中有向线元、面元以及体元模之间的

关系；③ 当前物理构型中有向线元、面元以及体元的物质导数同其自身之间的关系；④ 当前物理构型中

有向线元、面元以及体元模的物质导数同其自身之间的关系），基于关系式③、④易于获得最一般的第二类

以及第一类线、面、体的输运定理；（４）守恒律控制方程．
需指出，当前物理构型对应之曲线坐标系显含时间的有限变形理论同一般理论的主要差别在于速度

以及物质导数的表达式：

珝Ｖ
珤Ｘ
ｔ
（ξ，ｔ）＝

珤Ｘ
ｘｉ
（ｘ，ｔ）ｘ

ｉ

ｔ
（ξ，ｔ）＋

珤Ｘ
ｔ
（ｘ，ｔ）＝ｘ

ｉ

ｔ
（ξ，ｔ）珝ｇｉ（ｘ，ｔ）＋

珤Ｘ
ｔ
（ｘ，ｔ）．

相对于一般情形，速度表达式出现增加项：
珤Ｘ
ｔ
（ｘ，ｔ）＝ 珤Ｘ

ｔ
，珝ｇ（ ）ｉ 瓗３

珝ｇｉ（ｘ，ｔ）＝ 珤Ｘ
（ ）ｔ

ｉ
（ｘ，ｔ）珝ｇｉ（ｘ，ｔ），完全

源于当前物理构型对应之曲线坐标系显含时间．进一步，对任意张量场的物质导数，有：

Φ
 Φ

ｔ
（ξ，ｔ）＝

Φ
ｔ
（ｘ，ｔ）＋Φ

ｘｉ
（ｘ，ｔ）ｘ

ｉ

ｔ
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Φ
ｔ
（ｘ，ｔ）＋珝Ｖ·

Δ

Φ－
珤Ｘ
ｔ
（ｘ，ｔ）·

Δ

Φ．

相对于一般形式，增加了项－Ｘｔ
（ｘ，ｔ）·

Δ

Φ，

Δ

Φ＝ 珗ｇｌ ｘ（ ）ｌ Φ珗ｇｌΦｘｌ（ｘ，ｔ）代表Φ相对于Ｅｕｃｌｉｄ坐

标的全梯度算子．对于变形梯度Ｆｘ
ｉ

ξ
Ａ（ξ，ｔ）ｇｉ（ｘ，ｔ）Ｇ

Ａ（ξ），其 基 本 意 义 及 基 本 性 质 保 持 不 变，即 有：

ｄＦ
ｄｔ＝

珝Ｖ

Δ（ｘ，ｔ（ ））·Ｆ＝∶Ｌ·Ｆ，
ｄ
ｄｔｄｅｔ　Ｆ＝θｄｅｔ　Ｆ

，此处ｄｅｔ　Ｆ槡ｇ
槡Ｇ
ｄｅｔｘ

ｉ

ξ
Ａ（ξ，ｔ（ ）），θ∶＝珝Ｖ· Δ（ｘ，ｔ）．由

此，变形刻画所有关系式同一般理论；当保留物质导数的整体形式，输运定理所有关系式同一般理论．需指

出，现研究的连续介质的几何形态仍为Ｅｕｃｌｉｄ流形，故在张量场分析上并无差异．
１．４　应用事例

近期我们基于当前物理构型对应之曲线坐标系显含时间的有限变形理论发展了对应显含时间曲线坐

标系的流函数 涡量解法［１８，１９］．对已有报道的通过在圆柱边界上引入行波可消除涡街的研究［１３］，我们利用

现有方法实现了相关结果，并将相关效果推广至椭圆柱绕流，如图３（见第５５０页）所示．
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图３　圆柱以及椭圆柱（长短轴比为１．５）表面引入行波以消除涡街发展：（左图）涡量分布，
（右图）流函数分布．Ｒｅ＝４００．

Ｆｉｇ．３　Ｓｕｐｐｒｅｓｓｉｏｎ　ｏｆ　ｖｏｒｔｅｘ　ｓｔｒｅｅｔ　ｂｙ　ｔｒａｖｅｌｉｎｇ　ｗａｖｅ　ｇｅｎｅｒａｔｅｄ　ｏｎ　ｔｈｅ　ｓｕｒｆａｃｅｓ　ｏｆ　ｃｉｒｃｕｌａｒ　ａｎｄ　ｅｌｌｉｐｔｉｃａｌ　ｃｙｌｉｎｄｅｒｓ
（ｔｈｅ　ｒａｔｉｏ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｌｏｎｇ　ａｎｄ　ｓｈｏｒｔ　ａｘｅｓ　ｉｓ　１．５）：（ｌｅｆｔ　ｓｕｂｐｌｏｔ）ｖｏｒｔｉｃｉｔｙ　ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ，（ｒｉｇｈｔ　ｓｕｂｐｌｏｔ）ｓｔｒｅａｍ
ｆｕｎｃｔｉｏｎ　ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ．Ｒｅ＝４００．

２　几何形态为曲面的连续介质的有限变形理论

２．１　研究背景

考虑星体表面的大气运动，海面上油污扩散以及洪水蔓延过平原、洼地以及山丘等，流动的法向尺度

（流层厚度）远远小于流动的展向（流向）尺度．由此，可将此类流动模型化为几何形态为曲面的连续介质的

流动．由于三维 空 间 中 的 曲 面 为 双 参 数 向 量 值 映 照，故 上 述 流 动 又 可 称 为 二 维 流 动（ｔｗｏ　ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ
ｆｌｏｗｓ）．目前，业内对二维流动的研究多限于平面形态的皂膜流动［２０］，然而真正的代表性的二维流动应为

几何形态为一般曲面的流动，其典型形式可为固定曲面上的二维流动，或自身运动曲面上的二维流动（如

细胞膜等流体膜上的流动）．
Ａｒｉｓ（１９６４）［２１］研究了曲面上的流动，包括运动刻画，质量守恒以及动量守恒等微分学控制方程，但其

就质量守恒等的分析结果有误［２２］，且关于运动刻画并未具有一般有限变形理论的系统性论述．
２．２　有限变形理论

几何形态为曲面的有限变形理论，其运动学与几何学仍可以参照一般有限变形理论，定义初始、当前

物理构型及其对应的初始、当前曲线坐标系，此处曲线坐标系在曲面的参数域中定义，实际也为曲面作为

流形的局部参数化（对应微分流形中的坐标卡）；按微分学概念引入变形梯度并获得其基本性质；基于变形

梯度获得变形的４类刻画；基于变形刻画获得所有形式的输运方程［１８］．动力学方面，主要基于我们发展的

内蕴形式第二类广义Ｓｔｏｋｅｓ公式［１８，２２］获得质量、动量、动量矩以及能量守恒等守恒律微分方程．内蕴形式

第二类广义Ｓｔｏｋｅｓ公式提供了将沿切平面并正交于边界曲线切向量方向作用的张量场转化至边界曲线

所围的曲面上积分的一般方法，如图４所示．

∮
Σ
ｔ

珒τ×珗（ ）ｎ°－Φ＝∫
Σ
ｔ

（ Δ

Σ

°－Φ＋Ｈ（珗ｎ°－Φ））ｄσ．

此处Φ为定义在曲面上的任意张量场，Ｈ∶＝ｂｓｓ＝ｇｓｔｂｔｓ为平均曲率，ｇｉｊ＝（珝ｇｉ，珝ｇｊ）瓗３（ｘΣ）为曲面第一基本

量，ｂｉｊ＝
珗ｇｊ
ｘｉΣ
（ｘΣ），（ ）ｎ 瓗３

为曲面第二基本量，珝ｇｊ（ｘΣ）为曲面自身诱导的局部协变基；°－代表任意合法的张

量代数运算．
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图４　内蕴形式的第二类广义Ｓｔｏｋｅｓ公式示意图

Ｆｉｇ．４　Ｓｋｅｔｃｈ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｉｎｔｒｉｎｓｉｃ　ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ　Ｓｔｏｋｅｓ　ｆｏｒｍｕｌａ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｓｅｃｏｎｄ　ｋｉｎｄ

考虑质量守恒、动量守恒、动量矩守恒以及能量守恒在几何形态为曲面的连续介质的应用，一般需要

考虑的各种作用表现为介质边界上的积分，且作用方向为切平面中的珒τ×珗ｎ方向．对各种形式沿珒τ×珗ｎ作用

的边界上曲线积分可以利用内蕴形式的第二类广义Ｓｔｏｋｅｓ公式转化为面积分．结合运动学中的各种输运

方程，我们就可获得各种守恒律控制方程的微分形式．
设想切平面内的 应 力ｔ＝ｔｉ·ｊ珝ｇｉ珝ｇｊ∈Ｔ２（ＴΣ），本 文 称 为 曲 面 应 力．利 用 内 蕴 形 式 的 第 二 类 广 义

Ｓｔｏｋｅｓ公式，可几近平凡地获得其整体作用：

∮
Σ
ｔ

（珒τ×珗ｎ）·ｔ＝∫
Σ
ｔ

（ Δ

Σ
·ｔ＋Ｈ（珗ｎ·ｔ））ｄσ＝∫

Σ
ｔ

ΔΣ
·ｔｄσ，

式中

ΔΣ·ｔ＝

Δ

ｉ

Σ

ｔ　ｉ·ｊ珝ｇｊ＋ｂｊｉｔ　ｉ·ｊ珗ｎ，

ΔΣ
＝珝ｇｌ ｘｌΣ

表示曲面上的梯度算子；

Δ

ｉ

Σ
表示曲面（作为Ｒｉｅｍａｎｎ流形）上的协

变导数．结合第一类面输运定理以及质量守恒，则可得动量守恒的微分方程：

ρ
ｄ珝Ｖ
ｄｔ （＝ ΔΣ

ｉｔ　ｉｊ＋ｆ）ｊ 珝ｇｊ （＋ ｂｊｉｔ　ｉ·ｊ＋ｆ ）３ 珗ｎ，
此处ｆ

→
∶＝ｆｊ珝ｇｊ＋ｆ３珗ｎ为面力分布，其整体作用形式直接表示为面积分∫

Σ
ｔ

ｆ
→
ｄσ；面力分布可以为重力、电磁

力等．Ａｒｉｓ研究了曲面上的流动［２１］，获得了上述动量方程（未考虑面力作用）．本文基于内蕴形式的第二类

广义Ｓｔｏｋｅｓ公式获得此方程，相对而言显得更为直接且简便．
需指出，我们可按实际研究情形考虑各种形式的作用，对于沿珒τ×珗ｎ方向的作用可通过内蕴形式的第

二类广义Ｓｔｏｋｅｓ公式将边界上的曲线积分转化为面积分，结合输运方程就可获得守恒律控制方程．
２．３　应用事例

２．３．１　固定曲面上不可压缩流动的流函数 涡量解法

按变形分析，曲面 上 流 动 的 涡 量 定 义 为：珗ω＝εｓｔ３

ΔΣ
ｓＶｔ珗ｎ∶＝ω３珗ｎ，此 处Ｅｄｄｉｎｇｔｏｎ张 量εｓｔ３ ＝ｅ

ｓｔ３

槡ｇ
，

槡ｇ＝（珝ｇ１，珝ｇ２，珗ｎ）．一般连续性方程为：ρ＋ρθ＝０，此处ρ为密度，θ∶＝

Δ

ｉ

Σ

Ｖｉ＝ １
槡ｇ

ｘｉ 槡ｇＶ（ ）ｉ （ｘΣ，ｔ）．不可

压缩流动 的 连 续 性 方 程 为：θ＝０．由 此，可 引 入 流 函 数：Ｖｓ ＝εｓｔ３ ψ
ｘｔ
（ｘ，ｔ）．曲 面 应 力 可 以 考 虑 为：

ｔ＝ －ｐ＋（ ）γＩ＋μ

ΔΣ
ｊＶｉ＋

ΔΣ
ｉＶ（ ）ｊ 珝ｇｉ珝ｇｊ∈Ｔ２ Ｔ（ ）Σ ，ｐ为沿切平面作用的内压力，γ为表面张力，μ为流

体自身之间的黏性系数，Ｉ＝ｇｉｊ珝ｇｉ珝ｇｊ；此种形式的曲面应力自然满足无面力偶分布的动量矩守恒［２３］．现
流函数 涡量控制方程具有如下形式：
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Δ
Σ

ψ＝ｇ
ｉｊ ２ψ
ｘｉｘｊ

（ｘ，ｔ）－Γｋｉｊψｘｋ
（ｘ，ｔ（ ））＝－ω３，

ω３ ＝ω
３

ｔ
ｘ，（ ）ｔ＋Ｖｓω

３

ｘｓ
ｘ，（ ）ｔ ＝μ

ρ

ΔｓΣ ΔΣ
ｓω３＋２εｋｌ３

ΔΣ
ｋ（ＫＧＶｌ（ ））＋１ρ

εｋｌ３

ΔΣ
ｋｆｓｕｒ，ｌ

烅

烄

烆
．

相对于平面不可压缩流动情形，涡量控制方程中增加了Ｇａｕｓｓ曲率同速度的耦合作用项．
图５显示了固定曲面上不可压缩流体绕过圆柱的流场，此处适当考虑了流体同承载曲面之间 的 摩

擦［２０］．对现情形，我们仍观察到涡街；但相对一般二维情形，由于摩擦作用使得旋涡结构有所“模糊”，且曲

面的弯曲亦对旋涡结构有所“扭曲”．

图５　固定曲面上圆柱绕流流动：（左图）流函数分布三维视图，（右图）涡量分布平面投影．Ｒｅ＝５００．

Ｆｉｇ．５　Ｔｈｅ　ｆｌｏｗ　ａｒｏｕｎｄ　ａ　ｃｉｒｃｕｌａｒ　ｃｙｌｉｎｄｅｒ　ｏｎ　ａ　ｆｉｘｅｄ　ｓｕｒｆａｃｅ：（ｌｅｆｔ　ｓｕｂｐｌｏｔ）ｔｈｒｅｅ　ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ　ｖｉｅｗ
ｏｆ　ｓｔｒｅａｍ　ｆｕｎｃｔｉｏｎ　ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ；（ｒｉｇｈｔ　ｓｕｂｐｌｏｔ）ｐｌａｎｆｏｒｍ　ｏｆ　ｖｏｒｔｉｃｉｔｙ　ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ．Ｒｅ＝５００．

图６显示沿凹凸螺旋面的不可压缩二维内流的涡量三维分布，在螺旋面的边界上满足黏性边界条件

（无滑移及无贯穿条件），Ｒｅｙｎｏｌｄｓ数为３００（以螺旋面宽度作为特征尺度），并考虑了作为面力形式的摩擦

力．我们已从理论上获得，对任意固定曲面上的不可压缩黏性流动，若在固定边界上满足黏性边界条件（无

滑移及无贯穿），则在固定边界上变形率张量的特征值具有相同的绝对值 ω３
２
，其所对应的方向同固体边

界上切向量呈４５°或者１３５°［２３］．图７为内边界上变形率张量的特征问题分析，包括最大特征值所对应的特

征向量同内边界切向量夹角沿内边界的分布；涡量值与最大特征值之比沿内边界的分布．数值研究结果很

好地符合理论分析结果．

图６　（左图）固定凹凸螺旋曲面上的二维不可压缩内流涡量分布三维视图，内边界上的２个线段之间的区间

具有负的涡量值；（右图）固定凹凸螺旋曲面Ｇａｕｓｓ曲率分布的投影视图．Ｒｅ＝３００．

Ｆｉｇ．６　（ｌｅｆｔ　ｓｕｂｐｌｏｔ）Ｔｈｒｅｅ　ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ　ｖｉｅｗ　ｏｆ　ａ　ｔｗｏ　ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ　ｉｎｃｏｍｐｒｅｓｓｉｂｌｅ　ｆｌｏｗ　ｏｎ　ａ　ｆｉｘｅｄ　ｕｎｄｕｌａｔｅｄ
ｈｅｌｉｃｏｉｄａｌ　ｓｕｒｆａｃｅ：ｓｐａｔｉａｌ　ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｖｏｒｔｉｃｉｔｙ．Ｔｗｏ　ｌｉｎｅ　ｓｅｇｍｅｎｔｓ　ｍａｋｅ　ｔｈｅ　ｉｎｔｅｒｖａｌ　ｏｆ　ｔｈｅ
ｉｎｎｅｒ　ｂｏｕｎｄａｒｙ　ｗｉｔｈ　ｎｅｇａｔｉｖｅ　ｖｏｒｔｉｃｉｔｙ．（ｒｉｇｈｔ　ｓｕｂｐｌｏｔ）Ｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅ　ｖｉｅｗｓ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｓｐａｔｉａｌ　ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓ　ｏｆ
ｔｈｅ　Ｇａｕｓｓｉａｎ　ｃｕｒｖａｔｕｒｅ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｕｎｄｕｌａｔｅｄ　ｈｅｌｉｃｏｉｄａｌ　ｓｕｒｆａｃｅ．Ｒｅ＝３００．
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图７　内边界上变形率张量特征问题分析：（左图）涡量与最大特征值之比沿内边界的分布．注：理论预测值为２或－２．
（右图）最大特征值所对应的特征向量同内边界切向量的夹角沿内边界的分布．注：理论预测值为４５°或１３５°．

Ｆｉｇ．７　Ｅｉｇｅｎ－ｐｒｏｂｌｅｍ　ａｎａｌｙｓｉｓ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｓｔｒａｉｎ　ｔｅｎｓｏｒ　ｏｎ　ｔｈｅ　ｉｎｎｅｒ　ｂｏｕｎｄａｒｙ：（ｌｅｆｔ　ｓｕｂｐｌｏｔ）Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｒａｔｉｏ　ｏｆ　ｔｈｅ
ｖｏｒｔｉｃｉｔｙ　ａｎｄ　ｔｈｅ　ｍａｘｉｍｕｍ　ｅｉｇｅｎｖａｌｕｅ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｓｔｒａｉｎ　ｔｅｎｓｏｒ　ａｌｏｎｇ　ｔｈｅ　ｉｎｎｅｒ　ｂｏｕｎｄａｒｙ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｕｎｄｕｌａｔｅｄ　ｈｅｌｉｃｏｉｄａｌ
ｓｕｒｆａｃｅ．Ｒｅｍａｒｋ：Ｔｈｅ　ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ　ｉｎｄｉｃａｔｅｄ　ｖａｌｕｅ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｒａｔｉｏ　ｉｓ　２ｏｒ－２．（ｒｉｇｈｔ　ｓｕｂｐｌｏｔ）Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ　ｏｆ　ｔｈｅ
ａｎｇｌｅ　ｂｅｔｗｅｅｎ　ｔｈｅ　ｅｉｇｅｎｖｅｃｔｏｒ　ｗｉｔｈ　ｒｅｓｐｅｃｔ　ｔｏ　ｔｈｅ　ｍａｘｉｍｕｍ　ｅｉｇｅｎｖａｌｕｅ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｓｔｒａｉｎ　ｔｅｎｓｏｒ　ａｎｄ　ｔｈｅ　ｔａｎｇｅｎｔ　ｖｅｃｔｏｒ
ｏｆ　ｔｈｅ　ｂｏｕｎｄａｒｙ　ａｌｏｎｇ　ｔｈｅ　ｉｎｎｅｒ　ｂｏｕｎｄａｒｙ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｕｎｄｕｌａｔｅｄ　ｈｅｌｉｃｏｉｄａｌ　ｓｕｒｆａｃｅ．Ｒｅｍａｒｋ：Ｔｈｅ　ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ　ｉｎｄｉｃａｔｅｄ
ｖａｌｕｅ　ｏｆ　ｔｈｅ　ａｎｇｌｅ　ｉｓ　４５ｏｒ　１３５ｄｅｇｒｅｅ．

固定曲面上的二维流动可以对应星体表面上的大气运动，或者地球表面上的洪水蔓延过洼地、山丘或

者盘山公路等，这些流动的法向尺度（流层厚度）远远小于流动的流向尺度，故可将流动视为二维．近期，作
者类比于一般涡量动力学［２４］，发展了固定曲面上二维流动的涡量动力学理论框架［２３］，希望能为研究此类

流动铺垫了一定的理论基础．
２．３．２　海面上油污扩散

海面上油污扩散表现为几何形态为曲面的油污在海面上的运动过程，对应的物理构型以及参数构型

构造如图８所 示，现 运 动 刻 画 的 参 数 表 示 为ｘΣ ＝ｘΣ（ξΣ，ｔ）∈ 瓗
２．可 得 油 污 质 点 的 速 度 表 示 为：珝Ｖ ＝

珝Σ
ｔ
（ｘΣ，ｔ）＋ｘｓΣ珝ｇｓ，ｘｓΣ∶＝ｘ

ｓ

ｔ
（ξΣ，ｔ）．质量守恒具有形式：

ρ
ｔ
（ｘΣ，ｔ）＋ｘｓΣ ρｘｓΣ

（ｘΣ，ｔ）＋ρ

Δ

ｓ

Σ

Ｖｓ－ＨＶ（ ）３ ＝０，

Ｖ３ 为法向速度分量．

图８　海面上油污扩散问题对应的构型构造：（左图）物理构型，（右图）参数构型

Ｆｉｇ．８　Ｓｋｅｔｃｈ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎｓ　ｏｆ　ｃｏｎｆｉｇｕｒａｔｉｏｎｓ　ｗｉｔｈ　ｒｅｓｐｅｃｔ　ｔｏ　ｏｉｌ　ｄｉｆｆｕｓｉｏｎｓ　ｏｎ　ｓｅａ　ｓｕｒｆａｃｅｓ：
（ｌｅｆｔ　ｓｕｂｐｌｏｔ）Ｐｈｙｓｉｃａｌ　ｃｏｎｆｉｇｕｒａｔｉｏｎｓ，（ｒｉｇｈｔ　ｓｕｂｐｌｏｔ）ｐａｒａｍｅｔｒｉｃ　ｃｏｎｆｉｇｕｒａｔｉｏｎｓ

动量守恒具有形式：

切平面：ρｘ
ｌ
Σ（ξΣ，ｔ）＋Γ

ｌ
ｐｑｘｐΣｘｑΣ＋ ２珝Σ

ｔ２
（ｘΣ，ｔ），珝ｇ（ ）ｌ 瓗３

＋２ｘｓΣ 珝ｇｓｔ
（ｘΣ，ｔ），珝ｇ（ ）ｌ 瓗（ ）３ ＝
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－ｐ
ｘｌΣ
（ｘΣ，ｔ）＋ρｆ

ｌ
Σ＋μ

ΔΣｌ Δ

ｓ

Σ

Ｖｓ＋

ΔΣｓ ΔΣ
ｓＶｌ＋ＫＧＶｌ－３ｂｌｓＶ

３

ｘｓΣ
－ （２ ΔΣｓｂ）ｌｓ Ｖ３－ｂｌｓｂｓｔＶ（ ）ｔ ，

法方向： ρｂｐｑｘｐΣｘｑΣ＋
２珝Σ
ｔ２
（ｘΣ，ｔ），（ ）ｎ 瓗３

＋２ｘｓΣ 珝ｇｓｔ
（ｘΣ，ｔ），（ ）ｎ 瓗（ ）３ ＝

　　　　（γ－ｐ）Ｈ＋ρｆ
３
Σ＋ （μ ΔΣｓ Δ

ｓ

Σ

Ｖ３＋３ｂｓｔ

ΔΣ
ｓＶｔ （＋ ΔΣ

ｑｂｑ）ｓ Ｖｓ－２ｂｓｔｂｓｔＶ ）３ ．
上述连 续 性 方 程 及 动 量 守 恒 可 构 成 Ｌａｇｒａｎｇｅ形 式 的 控 制 方 程 组，可 联 立 求 解 变 形 的 参 数 刻 画ｘ＝
ｘ（ξ，ｔ）∈瓗

２，面密度分布以及内压力分布．实际进行数值研究时，可独立考虑各种作用的行为，包括油污

自身间的内压力以及内摩擦作用、油污同海面之间的摩擦作用以及油污重力等．
图９与 图１０显 示 了 海 面 做 行 波 运 动 时 油 污 的 扩 散 特 征，设 定 海 面 运 动 形 式 为：ｚ（ｘ，ｙ，ｔ）＝

（０．１ｓｉｎ２πλｘ－ω）ｔ ，其中λ＝１．０，ω＝４．０．

图１１与图１２显示 了 海 面 做 驻 波 运 动 时 油 污 的 扩 散 特 征，设 定 海 面 运 动 形 式 为：运 动 曲 面 方 程：

ｚ（ｘ，ｙ，ｔ） （＝０．１ｓｉｎ２πλ１ ）ｘ · （ｓｉｎ２πλ２ ）ｙ ·ｓｉｎωｔ，其中λ＝１．０，ω＝４．０．

上述数值研究中考虑了油污的重力作用，但尚未考虑油污自身间的内压力以及内摩擦作用，未考虑油

污同海面之间的摩擦作用．现有研究均表明初始厚度均匀分布的油污，随着时间演化会发生集聚现象．
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３　总结及讨论

本文阐述了作者新近发展的两套有限变形理论：当前物理构型对应之曲线坐标系显含时间的有限变

形理论，几何形 态 为 曲 面 的 连 续 介 质 的 有 限 变 形 理 论，分 别 对 应 连 续 介 质 几 何 形 态 为 Ｅｕｃｌｉｄ流 形 和

Ｒｉｅｍａｎｎ流形，且给出了相关应用事例．
当前物理构型对应之曲线坐标系显含时间的有限变形理论　在一般连续介质力学的理论体系中，引

入初始物理构型以及当前物理构型，对二者可再分别引入初始参数构型以及当前参数构型，物理构型与参

数构型之间的关系即为一般曲线坐标系．为研究边界的有限变形运动对介质运动的影响，我们对当前物理

构型引入显含时间的曲线坐标系，表现为时空空间中的微分同胚．通过构造适当的曲线坐标系可将物理空

间中几何形态不规则且随时间变化的运动区域微分同胚至参数空间中的几何形态规则且不随时间变化的

参数区域．进一步将连续介质的控制方程按曲线坐标系的局部基展开就可获得定义于参数区域上的控制

方程．将控制方程按局部基展开有益于研究边界或流场几何特性与流动行为之间的关系．就此理论，我们

发展了对应曲线坐标系显含时间的流函数 涡量解法，并应用于研究边界可作有限变形运动的钝体绕流．
几何形态为曲面的连续介质的有限变形理论　诸如细胞膜变形运动、平面或曲面皂膜上的流动、海面

上的油污扩散以及星体表面的大范围大气运动等，均表现为介质的法向尺度（厚度）远远小于其展向尺度，
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由此可将此类介质的几何形态模型化为三维Ｅｕｃｌｉｄ空间中的光滑曲面，亦即二维Ｒｉｅｍａｎｎ光滑流形．按

微分几何的观点，Ｅｕｃｌｉｄ流形（平坦空间）同Ｒｉｅｍａｎｎ流形（弯曲空间）在几何性质上有本质区别，对此在

场论上亦有显著差异．按现有理论，几何形态为曲面的连续介质其守恒律控制方程就直接体现为曲面几何

量同物理量之间的耦合作用．就此理论，我们发展了固定曲面上二维不可压缩流动的流函数 涡量解法，并
进行了固定曲面上圆柱绕流以及内流的数值研究；给出了海面上油污扩散的Ｌａｇｒａｎｇｅ型控制方程及其数

值研究．
本文所述有限变形理论的相关思想及方法的适用性及有效性需待更为广泛的数值实验及真实实验的

检验．
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