
1.4 晶体的宏观对称性



基本概念

• 对称性：一个物体（图形）具有对称性，是指该物
体（或图形）是由两个或两个以上的部分组成，经
过一定的空间操作（线性变换），各部分调换位置
之后，整个物体（或图形）保持不变的性质

• 对称操作：维持整个物体不变而进行的操作；或者
操作前后物体任意两点间的距离保持不变的操作

• 对称素：对称操作中保持不变的几何要素，如点线
面

• 阶次：对称图形中所包括的等同部分的数目，代表
对称程度的高低



• 等同图形：几何学上，将具有对称形象的物体的各部
分称为等同图形，分为相等图形和不相等图形

• 相等图形：完全迭合的等同图形。（或为全等图形）

• 不相等图形：互成镜像的等同而不相等的图形（例如
左右手）

• 对称图形：由两个或两个以上的等同图形构成，并且
很有规律地重复。对称图形中既包括相等图形又包括
不相等图形。



雪花图案：六个角

• 对称图形：雪花； 等同图形：一个角，相等图形；
阶次：6； 对称要素：垂直于面的直线，
对称操作：旋转



一、宏观对称性的描述
• 对称操作和线性变换

从数学上，点对称操作时对晶体作一定的几何变换，经过某
一对称操作，把晶体中任一点 r(x1,x2,x3) 变为 r’ (x1’,x2’,x3’)，
可以用线性变换A来表示： r’ (x1’,x2’,x3’) =Ar(x1,x2,x3)
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(𝒓′)𝑻∙ 𝒓′ = 𝒓 𝑻 ∙ (𝒓)

(𝒓′)𝑻∙ 𝒓′ = (𝑨𝒓)𝑻∙ 𝑨𝒓 = 𝒓 𝑻𝑨𝑻𝑨𝒓 = 𝒓 𝑻 ∙ (𝒓)

𝑨𝑻𝑨 = 𝑰



几个结论1

• A矩阵的线性变换是正交变换

• 如果一个晶体在某正交变换下不变，就称
这个变换是晶体的一个对称操作

• 要描述一个晶体的对称性就是要列举它所

具有的全部对称操作，一晶体所具有的对
称操作越多，表明它的对称性越高。



几个结论2

• 三维晶体的正交变换总可以表示为绕某一
个轴的旋转，对某中心的反演和它们的组
合，基本的变换矩阵可表示为：

• 绕轴的旋转，设转轴为z轴，旋转角为，

• 中心反演， r  -r

𝑨 =
cos 𝜃 −𝑠𝑖𝑛𝜃 0
𝑠𝑖𝑛𝜃 𝑐𝑜𝑠𝜃 0
0 0 1

, 𝑨 =1

𝑨 =
−1 0 0
0 −1 0
0 0 −1

, 𝑨 =-1



对称素

• 如果一个物体绕某轴转动2/n及其倍数不变，
称该轴为n次旋转轴，记为n。

• 如果一个物体对某点反演不变，称这个点
位对称心，记为i。

• 如果一个物体绕某轴旋转2/n后再反演不变，
称该轴为n次旋转反演轴，记为 𝑛。



二、平移对称性对宏观对称性的限制

• 晶体（周期性）可能具有的对称素

设B1ABA1是晶体中某一晶面上的一个晶列，AB为这
一晶列上相邻的两个格点。
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若晶体绕通过格点A并垂直于纸面的

u轴顺时针转角后能自身重合，则

由于晶体的周期性，通过格点B也有

一转轴u’。

BA  AB是 的整数倍，
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AB

𝑛 = 1 − 2cos𝜃

𝐵′𝐴′ = 𝐴𝐵 1 − 2 cos 𝜃 = 𝑛𝐴𝐵

n可以为-1，0，1，2，3，对应角为0（2/1）， 2/6， 2 /4， 2 /3， 2 /2。

晶体中允许的旋转对称轴只能是1，2，3，4，6次旋转轴；反演轴同理。
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晶体中允许的旋转对称轴只能是1，2，3，4，6次旋转轴；反演轴同理。



旋转-反演轴的对称操作

1次反演轴为对称中心；2次反演轴为对称面；3次反演轴为3次轴加对称中心
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旋转-反演轴的对称操作

6次反演轴为3次轴加垂直于该轴的对称面；
4次反演轴可以独立存在。



4次反演轴



• 宏观对称元素
1, 2, 3, 4, 6,  1,  2,  3,  4,  6

•  2是镜面m， 3 = 3 + 𝑖， 6 = 3 +𝑚不是独立的。

• 所以，不论任何晶体，它的宏观对称元素
只有8种对称元素：
1, 2, 3, 4, 6, i, m,  𝟔



对称素的组合规则-例子

如果晶体具有两个2次轴，他们之间的夹角只能是30、45、60、90、
180度。
• 2, 2’ 是相交于O点的2次轴
• 夹角是

• 操作A表示绕2旋转π，A’表示绕2’旋转π

• AA’操作，NN’不变，故AA’为绕NN’旋转
• 轴2在A操作下不变
• 轴2在A’操作下变成2’’

• 所以轴2在AA’操作下绕NN’由2转到2’’

• 由于NN’只能为1, 2, 3, 4, 6次轴
• 夹角22’’=2 = 60, 90, 120, 180,360度
• 故= 30, 45, 60, 90, 180度



晶体不可能有多于1个6次轴，也不可能有一个6次轴
和一个4次轴相交。

• 设n次轴和m次轴相交于O点

• 绕n次轴旋转，从m次轴
的B点，得到一正n边形

• N变形顶角为 =(n-2)/n

• 再绕m次操作得一凸多面体，
顶角在B点

• m个顶角之和为m=m(n-2)/n≤2

• 两个6次轴，m=n=6, 6X(6-2)/6=4 > 2 (不符)

• 6次轴和4次轴，m=6, n=4, 6X(4-2)/2=3 > 2 (不符)



三、实例-立方体
• （1）绕3 个立方边可以旋转90, 180, 270度，共9个对称操作；

• （2）绕6 条面对角线可以转动180度，共6 个对称操作；

• （3）绕4 条体对角线可以旋转120, 240度，共8个对称操作；

• 恒等操作1个

• 体心为中心反演，以上每一个操作加上中心反演后，为对称操作，-24个

• 共有48个对称操作

(1)立方边：

3个4次轴； 4个3次轴；

(3)体对角线(2)面对角线

6个2次轴；



与2次轴正交的对称面

3条立方边 6条面对角线 4条体对角线



三、实例-正四面体

• 绕3 个立方边旋转180度，共3个对称操作；

• 绕3个立方边旋转90、270度加中心反演，共6个对
称操作

• 绕4 条体对角线旋转120, 240度，共8个对称操作；

• 绕6个面对角线旋转180度加中心反演，共6个对称
操作

• 恒等操作，1个对称操作

• 共有24个对称操作



对比图

立方体 四面体

立方边（3x4次轴） 180度（+1、+反演）=2, 6 180度（+1）=1, 3

90、270度（+1、+反演）=4,
12

90、270度（+反演）=2,
6

面对角线（6x2次轴） 180度（+1、+反演）=2, 12 180度（+反演）=1, 6

体对角线（4x3次轴） 120、240度（+1、+反演）=4, 
16

120、240度（+1）=2, 8

恒等操作(1x1) （+1、+反演）=2, 2 （+1）=1，1

总共 48 24



作业：列举正六角柱体的对称操作



四、晶体的宏观对称性与宏观物理性质

以立方对称晶体的介电常量为例
• 电位移矢量D，电场强度矢量E，D=E

• 𝐷𝛼 =  𝛽 𝜀𝛼𝛽𝐸𝛽 , (𝜀𝛼𝛽= 𝜀𝛽𝛼),,表示沿xyz的分量

𝐷𝑥 = 𝜀𝑥𝑦𝐸

𝐷𝑦 = 𝜀𝑦𝑦𝐸

𝐷𝑧 = 𝜀𝑧𝑦𝐸

• 晶体和电场E沿y轴，转90度，z轴到x轴，x到-z轴

• 旋转后， 𝐷′𝑥 = 𝐷𝑧 = 𝜀𝑦𝑧𝐸
𝐷′𝑦 = 𝐷𝑦 = 𝜀𝑦𝑦𝐸

𝐷′𝑧 = 𝐷𝑥 = −𝜀𝑥𝑦𝐸

• 以电场E方向为轴转动，电场不变

• D’=D，𝜀𝑥𝑦=𝜀𝑦𝑧，𝜀𝑧𝑦=−𝜀𝑥𝑦， 𝜀𝑥𝑦 = 𝜀𝑧𝑦 = 0

• 同理，取E沿z方向， 𝜀𝑥𝑦 = 𝜀𝑦𝑧 = 0
• 非对角元均为0



• 电场取向沿[111]，𝐷𝑥 = 𝜀𝑥𝑥𝐸/√3
𝐷𝑦 = 𝜀𝑦𝑦𝐸/√3

𝐷𝑧 = 𝜀𝑧𝑧𝐸/√3

• 绕该轴转动120度，zx，x y， y z

𝐷′𝑥 = 𝐷𝑧 = 𝜀𝑧𝑧𝐸/√3

𝐷′𝑦 = 𝐷𝑥 = 𝜀𝑥𝑥𝐸/√3

𝐷′𝑧 = 𝐷𝑦 = 𝜀𝑦𝑦𝐸/√3

• 对称操作，D’和D相同

• 𝜀𝑥𝑥 = 𝜀𝑦𝑦 = 𝜀𝑧𝑧 = 𝜀0



对称操作矩阵方法
• 以立方对称晶体的介电常量为例

• 变换矩阵：A =

𝑎11 𝑎12 𝑎13
𝑎21 𝑎22 𝑎23
𝑎31 𝑎32 𝑎33

• 介电常数二阶张量：ε =

𝜀11 𝜀12 𝜀13
𝜀21 𝜀22 𝜀23
𝜀31 𝜀32 𝜀33

• A操作绕z轴旋转90度： A =

cos𝜋
2

−𝑠𝑖𝑛𝜋

2
0

𝑠𝑖𝑛𝜋

2
cos𝜋

2
0

0 0 1

• A =
0 −1 0
1 0 0
0 0 1

• 𝜀 = 𝐴𝜀𝐴−1 = 𝐴𝜀𝐴∗, 𝐴为共轭矩阵
• 𝜀11 = 𝜀22, 𝜀12 = −𝜀21，故𝜀12 = 𝜀21 = 0
• 则，同理类似。



作业-求正六对称晶体的介电张量


