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高等数学
*
开放性实验 初步设想 

—— 理论类课程理论联系实际的实践方式之一 

 

基本理念 

1. 理论联系实际是我们认识自然及非自然世界的基本的方法论指引。 

2. 世界顶级数理学家 V.I.Arnold 在其《论数学教学》中开门见山地指出“数学是物理的一

部分；物理是实验科学，是自然科学的一部分；数学是物理中做实验比较便宜的那部分”。

此处的物理应理解为包括力学等的广泛的物理范畴。借鉴于 V.I.Arnold 有关数学同自然

间的关系，我们将认识自然及非自然世界的方法归纳为三种：①“真实实验”；②“数值

实验”；③“数学实验”。前二者在力学、物理等学科上已为共识。数学实验，基于数学建

模及相关逻辑过程；她可能在某些情形下可以直接确定籍此类实验获得的结论必为真理

（确定性结论），而有些情形所得结论（非确定性结论）需基于实践的检验。 

 

数学实验的主要类别（对具体某项实验可能涉及若干方面） 

① 通过真实实验或者数值实验验证数学实验的确定性结论。 

② 通过真实实验或者数值实验检验数学实验的非确定性结论或者探究数学实验未能涉及的

对象。 

③ 将面对简单情形的数学实验之思想及方法延拓至复杂情形的研究，并通过数值实验或者真

实实验获得相关认识。 

④ 激发“奇思妙想”，尽量基于简单的真实实验验证或检验数学实验或数值实验所预测的结

论，并注重发现新现象。 

⑤ 通过数值实验或者真实实验将数学实验中的抽象对象（事务或者过程）具体化，以期深化

对抽象对象的认识。 

⑥ 基于真实实验或者数值实验研究数学实验的定性结论。定性结论是数学研究成果的重要形

式，然而我们往往知道“存在”，而不知具体的“行为”；由此我们可采用其他实验形式加

以研究。 

 

注：以下附若干数学实验研究事例；均隶属微积分方面的数学实验。 

 

                                                        
* 此处高等数学泛指大学阶段的各门数学课程，也包括相关数值方法等。 
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数学实验研究事例 

实验名称 转轨设计 

实验类别 通过真实实验验证数学实验的确定性结论，探究数学实验未能涉及的对象 

研究团队  

指导教师  

研究背景 
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Trajectory

 

对于平面运动，我们可以构建自然基，如上图所示。基于一维 Euclid 空间

上微分学，可得切向加速度、法向加速度的表示： 
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为曲率。 

将上述理论应用于变轨设计： 
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如上图所示的变轨，可有如下设计方案： 

方案 1：  
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按理论，车辆运动至o 点将“感受跳跃”。 

方案 2：  
0   0

 0p

as x
f x

x as x


   
，有：当 2p  时，
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按理论，车辆运动至o 点将“连续过渡”。 

按平面运动在自然基下的表示，我们认识到： 

1. 变轨设计应遵循曲率连续的原则，对应轨迹的二阶导数连续。然而，我们肉

眼可以“察觉”连续性（图像无间断），一阶导数连续性（切线连续变化），

但对二阶导数连续性似乎“无能为力”；我们也无法“察觉”幂函数 px  对

应 2p  和 2p  的区别。 

2. 轨迹中如有点其二阶导数不存在，则平面运动在自然基下的表示就不成立

（对于典则基也是如此）。由此，转轨设计中，按方案 1，我们理论上无法

“预测”在o 点将发生什么，车辆所受弹力将会是多少等？ 

 

实验目标 

（内容） 

基于真实实验 

1．验证上述方案 1和方案 2的理论结论。体会幂函数 px  对应 2p  和 2p  的

区别。 

2．认识二阶导数不存在情形的运动情况。 
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实验方案 

变轨及运动刚体实现： 

方案 1：竖直变轨。基于坐标纸，利用薄钢片制作变轨。车辆可选择金属滑块或

玩具小车。 

方案 2：水平或竖直变轨。基于坐标纸，利用钢丝制作变轨。车辆可利用中心穿

孔钢珠，将钢珠串在钢丝内。 

测试实现： 

1．在运动刚体上固定加速度传感器，以测量运行过程的瞬时加速度。 

2．通过光电门测量轨迹某点的瞬时速度。 

 

实验需求 

 

1．导轨制作所需材料等。 

2．加速度传感器 

3．光电门 

 

 

 

 

成果形式 

 

1．真实实验装置及测试系统 

2．研究报告 
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数学实验研究事例 

实验名称 铁道游击队的技术——两点间直线运行过程加速度估计理论的实现 

实验类别 

通过真实实验验证数学实验的确定性结论，探究数学实验中定性结论的具体行

为；激发“奇思妙想”，基于简单的真实实验验证和检验数学实验所预测的结论，

并注重发现新现象。 

研究团队  

指导教师  

研究背景 

一维 Euclid 空间上的微分学，基于有限增量公式以及最值问题处理等，对

于函数及其各阶导函数的界给予了一些估计。其中有： 

 f t 在 ,a b 上具有二阶导数，满足：     0
df df

a b
dt dt

   

则有：  ,a b  ，满足  
 

   
2

22

4d f
f b f a

dt b a
   


  

我们将上述结论应用于二点间直线运行过程。由此  f t 作为位移， ,a b 作

为运行时间区间；自然二点间的运行满足起点及终点处速度为零，即：

    0
df df

a b
dt dt

  。 

由此，按上述结论，我们认识到： 

1．运行过程中某时刻的加速度将会超过
2

4 行程

运行时间
（定义为阀值）。 

2．理论上未能确定加速度超过
2

4 行程

运行时间
的具体时间。 

实验目标 

（内容） 

基于真实实验 

1．验证上述理论预测。 

2．研究具有相同行程、相同运行时间，而行进方式不同的运行过程，发生加速

度超过阀值的时间点分布情况。 

实验方案 

方案 1：物体实验。制作导轨以及其上的滑块，利用绳索从起点拉制终点，要求

滑块运行时间固定且至终点时速度为零。在滑块上固定加速度传感器，测量加

速度超过阀值的时间。 

方案 2：游戏。要求在固定时间内，由从起点走向终点，且至终点时速度为零；
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在进行实验的人身上放置加速度传感器，当加速度超过阀值时就接通蜂鸣器（作

为警报）。试试看我们是否能“逃过”警报；比比看谁的警报最少或者最晚：） 

方案 3：结合方案 1，激发“奇思妙想”，在滑块上设置“爆破装置”，保证在运

行过程中发生爆破。尽量使得“爆破装置”隐蔽，如通过利用惯性力进行引爆

等等。 

 

 

 

实验需求 

 

1．导轨制作所需材料等。 

2．加速度传感器 

3．计时器 

4．设计引爆装置所需的相关材料 

 

 

 

成果形式 

 

1．真实实验装置及测试系统 

2．研究报告 
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数学实验研究事例 

实验名称 牧童栓牛——对绳上张力分布的研究 

实验类别 

通过真实实验验证数学实验的确定性结论，探究数学实验中定性结论的具体行

为；激发“奇思妙想”，基于简单的真实实验验证和检验数学实验所预测的结论，

并注重发现新现象。 

研究团队  

指导教师  

研究背景 
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作为一维 Euclid 空间上微分学的应用，我们可以分析绕在圆柱上的绳的张

力，现已知二段的张力，如上图所示。对此，进行如下的数学实验： 

① 基于力学中的微元分析，获得力平衡方程： 

 cos cos
2 2 2

T T N
             

 
 

 sin sin
2 2 2

N T T
           

 
 

此处，为绳子同圆柱之间的静摩擦系数。 

② 基于无限小分析（主要基于无限小增量公式），可得关于张力分布的常微分

方程：    dT
T

d
  


  ，籍此可得：   expb

b a
a

T

T
      

基于上述结论，考虑到指数函数的“快速增长”特性（可由极限 lim 0
p

xx

x

e


反映），牧童可以通过将绳子在树上绕过几圈的方式，用较小的拉力拴住“力大

无穷”的牛。 
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柱体轮廓线

    进一步，我们考虑绕在一般形状柱体上的绳中的张力，如上图所示。借鉴

于上述面对简单情形的数学实验，我们开展面对复杂情形的数学实验： 

① 基于力学中的微元分析，获得力平衡方程： 

           
cos cos

2 2
T T N

         
   

     
        

           
sin sin

2 2
N T T

         
  

     
       

此处圆柱轮廓曲线刻画为： 
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斜率角可为轮廓曲线参数的函数     ；且有： 
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故有：       2 2
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x y
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② 基于无限小分析，我们可以获得： 

       2 2dT
x y T

d
     


      

   

则有： 

        2 2exp  T T x y d



                  ，籍此可得： 
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两端张力比：
 
      2 2exp  

T
x y d

T






    


             

显见，上述一般性结论包含圆柱情形。 

基于上述面对简单情形以及一般情形的数学实验，我们可以验证相关数学

实验结论。 

 

 

实验目标 

（内容） 

基于真实实验 

1. 基于真实实验验证上述面对简单情形以及一般情形的数学实验结论。 

2. 归纳不同柱体轮廓曲线对二端张力比的影响；籍此研究“最优”的柱体轮廓

曲线。 

实验方案 

方案 1：用圆柱或其他形状的柱体（比如截口曲线是椭圆，螺线……），其他条

件相同的条件下，测试张力分布，与（1）式的解比照 

方案 2：改变初始条件（比如改变细绳一端悬挂砝码的质量）测试张力分布 

方案 3：选用不同材料（例如：表面光滑的钢铁，粗糙的木头……），相同形状

的圆柱，在初始条件相同的情况下，测试张力分布，甚至可以用这种办法，测

出未知材料的摩擦系数 

方案 4：改变细绳的缠绕方式（比如细绳在柱面上以等距螺线方式缠绕），测试

张力分布，探究此时张力分布的一些规律。 

测试实现：利用力传感器，将细绳的一端与传感器连接，另一端与已知质量的

砝码连接，然后用细绳在柱体上缠绕一定角度。系统平衡后，将连接力传感器

的一端逐渐缓慢展开（相当于减小θ）此时计算机绘制出力变化的图线，得到

张力分布 

 

实验需求 

1. 计算机以及力传感器； 

2. 各种形状不同，材料相同的柱体 

3. 各种材料不同，形状相同的圆柱体 

4. 不同质量的砝码，以及长度足够长的细绳 

5. 测量角度的仪器 
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成果形式 

 

1. 真实实验装置及测试系统 

2. 研究报告 
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数学实验研究事例 

实验名称 基于数值实验研究带有约束的最值问题 

实验类别 
通过数值实验将数学实验中的抽象对象（事务或者过程）具体化，以期深化对

抽象对象的认识。 

研究团队  

指导教师  

研究背景 

m 中带有约束的最值问题，数学提法如下： 

约束：    

1

0m r

r

f

x f x x

f

  
         
    

     

现求： *x ，满足：    * supx x 


 或者    * infx x 


 ，此处  x 为目

标函数。 

对此问题的分析基于有限维 Euclid 空间中的隐映照定理，针对上述约束，

有以下结论： 

如有： 0
0

0ˆ

x
x

x

 
  
 


，满足：    
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0 0 0 01

,
ˆ ˆ, ,
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r r
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D f f
D f x x x x

D x x



  


非奇异，则

有： 

   0 0ˆ,   m r rB x B x 
     ，满足： 

   0 0ˆ ˆ,   !x B x x B x      ，满足约束  ˆ, 0 rf x x    。 

 

1, ,r mX X 

o
1X

rX

 0B x 

   0 0ˆB x B x 
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0x̂

      0 0 0ˆB x B x B x       
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隐映照定理结论的几何刻画，如上图所示： 

局部柱体    0 0ˆ
mB x B x    中，为隐映照图像：    0ˆ

x
x B x

x 
      
   


 

由此，定义在约束上的目标函数  x ，在局部等价于： 

      0, ,   x x x x B x           

基于链式求导法则，其临界点方程为： 

         

          
ˆ* * * * * *

1

ˆ ˆ* * * * * *

, ,

            , , , 0

x x

x x x x

D x D x x D x x D x

D x x D x x D f D f x x

     

    

  

       



 

      

     
 

一般处理带有约束的最值问题，常采用 Lagrange 乘子法；所引入的高阶

Lagrange 函数的临界点方程同上述方程一致。 

基于上述理论，我们拟直接基于上述临界点方程，通过数值实验“搜索”

临界点。其主要步骤如下： 

① 基于有限维 Euclid 空间中有界闭集上的压缩映照定理，限定  0
m rB x
 

和  0ˆ
rB x   。 

② 对于  0x B x   ，通过迭代过程确定压缩映照的“不动点”  0ˆ ˆx B x ；籍

此获得离散的对应关系：      0 0ˆ   B x x x B x      ，亦即离散的隐映

照表示。 

③ 当获得隐映照表示，则可基于上述临界点方程，通过数值实验“筛选”出临

界点。需指出，上述临界点方程所含各映照的 Jacobian 矩阵都有解析式。 

 

实验目标 

（内容） 

基于数值试验 

方案 1：寻找适合的事例，使得理论上可以获得隐映照的表达式。基于上述数值

实验获得隐映照的数值表示以检验程序的正确性等。 

方案 2：对多个复杂的高维事例，进行数值实验。主要研究内容有：①探究数值

实验中如何保证有限维 Euclid 空间中有界闭集上的压缩映照定理所需的条件。

②相关事例对应的隐映照实际存在的空间范围等。 
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实验方案 

 

实验需求 

台式计算机 

成果形式 

 

1. 数值实验程序 

2. 研究报告 

 

 

 

 

 

 

 

 


