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第十五讲 

上次课 

 磁标势解法： （1）无传导电流（2）单连通区域 

                  磁化电流的影响全部包含在 H 场中！ 

 铁磁体磁场问题 - 标势看到“假想磁荷”，服务于 H 场，矢势看到“电流”，

服务于 B 场 

 

§5.5 磁 多 极 矩 展 开 - 磁 偶 极 子 

 

若电流分布集中在一个小区域 V 中，而我们只讨论远处的场，这时可以仿

照静电情况用多极矩展开的方法来处理。这里，我们重点讨论磁偶极子的场、磁

偶极子与外磁场的相互作用。 

 

1．磁多极展开及磁偶极子产生的势 

    在全空间问题中，矢势 A

的解为 
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类似静电问题中的多极展开，把
1

R
在区域 V 内的某一点展开成 r


的幂级数。若

展开点取在坐标的原点，则 
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             （5.5.2） 

只保留前两项，代人矢势表达式中得 
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其中                   

  

 

(0)

(1)
3

( ) ,
4

,
4

A j r d
r

A j r r d
r

 

 


 

  





  

   
     （5.5.4） 



 2

这里我们将不直接处理电流密度 ( )j r
 

，而利用一个没有证明其严格性但却非常

有启发性的思路 - 将体积 V 内的电流分成许多独立的电流管道的叠加，因为是

稳恒电流，每个流管为闭合回路且电流为一常数 iI 。根据这一思路，可以在积分

中做如下代换： ( ') i i
i

j r d I dl  
 
。 考虑第一项 

            (0) 0i i
i

A jd I dl    
 

        （5.5.5） 

与电场的情形对比，磁多极矩的第一项恒为 0，事实上，这正是自然界没有磁单

极的显现。下面考虑第二项 (1)A


： 
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                              （5.5.6） 

对方环或是圆环，上式都可以严格积分出来（详见第二讲）。对任意形状，注意

到 ' idr dl

，我们可以首先将上式中的积分进行配分， 

   ( ') ( ') ' ( ') ') '( ')ir r dl r r dr d r r r r r dr          
                  （5.5.7） 

在闭合环路条件下上式第一项为 0，因此得到一个恒等式 

          ( ') '( ') '( )i ir r dl r r dr r r dl        
                     （5.5.7’） 

现将（5.5.6）中的积分分成 2 项， 
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        （5.5.6’） 

将上式中的一项用（5.5.7’）来替代，则有 
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        （5.5.8） 

利用矢量叉乘的恒等式   ( ) ( )a b c a c b a b c     
       

，（5.5.8）可以被进一步改写 
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其中 
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被定义为磁偶极矩。对磁偶极子，我们或多或少已在不同场合介绍其性质，现再

总结如下： 

（1）对于一个小的载流闭合线圈，其磁偶极矩m

写成： 

            
1

2 2

I
m r jd r dl IS        

                         （5.5.11） 

式中 S

是电流回路的面积，方向取右手螺旋。这是我们熟知的结果，只不过此处

给出的磁偶极矩的定义（5.5.10）更一般。 

 (2) 磁偶极子产生的场在第二讲中已经导出来过 
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      （1.2.24） 

根据第十四讲，对一个磁偶极子产生的场，在没有电流的地方（ 0r  处）可以

引入磁标势 0/ mH B    
 

。利用与电偶极子的电场/电势的比较，得到 
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                       （5.5.12） 

（3）任意形状的环形电流回路的标势 

对任意形状的电流回路，若要考虑离环不很远处的场，这时磁偶极矩近似不精

确。设回路中的电流强度为 

I ，我们可以把以此回路为边界的任意 

曲面切割成许多小块，每小块的边界上 

都流有电流 I ，电流的方向同大回路的 

电流方向相同，这样，这些小块边界上 

电流相加的结果仍只在大回路中流有电流 I 。对于每一小块面积都相应的有一 

个磁矩，其大小为 IdS

，它在空间产生的磁标势为 

34 4m

I S R I

R


 
 

   
 

        （5.5.13） 

式中的R 是 dS

至观察点的位置矢量，为这一小块电流回路对观察点张开的立

体角。当体系分得足够小时，磁偶极子的描述变成精确的。于是，整个回路所产

生的磁标势严格为 

R
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               （5.5.14） 

是回路对观察点所张的立体角，是观察点 r的函数。其磁感应强度为 
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                          （5.5.15） 

正负的规定是：按电流的右手法则决定 ne

的面法线方向以后，若观察点在 ne


的

正方向，则 0  ，反之 0  。注意当观察点穿过电流围出的面积时，磁标势

不连续。当观察点在面积上时， 2  ，而当其在面积下时， 2   ，故， 

m m I    。其实，这个表面正是我们上次课讲的“磁壳”，必须挖掉其才使得

磁标势的定义有意义，尽管其上面并无电流。 

 

2．磁偶极子在外磁场中的能量、受力及力矩 

 

与电偶极子在电场中类似，下面我们考虑磁偶极子与外磁场中的能量。首先，前

面已经推导出任意电流分布情况下的体系的总磁能。 

1 1

2 2mU B Hd A jd 
 

    
  

                    （5.5.16） 

假设一个载流线圈构成的磁偶极子（磁偶极矩为m IS

）处在远端的电流（简单

起见，假设为另外一个载流线圈（电流为 eI ））产生的静磁场 eB

中，则体系的总

磁能为 
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         （5.5.17） 

其中 eA,A
 

分别对应电流 eI ,I 产生的矢势。 

类似电场的情形，似乎我们可以将前一 

项定义为体系的固有能，后一项定义 

为体系的相互作用能， 

 int
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2 e eU A j A j d


   
  

 。 

进一步，根据矢量势的定义 

I
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    （5.5.18） 

容易证明 

      e eA j d A j d 
 

   
  

           （5.5.19） 

因此有 
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     （5.5.20） 

其中 eΦ    Φ
e

eS S
B dS , B dS    

  
分别为偶极子线圈中通过的外磁场的通量以及

源线圈中通过的磁偶极子磁场的通量。当源足够远时，可以将其磁场在线圈所处

的空间中展开： 

  0( ) (0) ( )e e e rB r B r B r ...   
    

        （5.5.21） 

带入上式并只保留第一项， 

   ,int (0)B e eS
U IB dS m B   

 
         （5.5.22） 

这个形式与电偶极子在电场中的相互作用能 e,int eU p E  

不同，似乎意味着在磁

场中磁偶极子喜欢反平行于外磁场！这显然是不合理的，但问题在哪里？ 

问题出在对相互作用能以及固有能的定义上面。在电的情形，当电偶极子在

电场中发生平动或是转动时，电场的固有能不发生变化，因为偶极子以及产生外

电场的电荷分布并没有发生变化（因为这里取的边界条件为电荷体为孤立体系；

如果将边界条件取做等势条件，情况会有所不同）。对磁场体系则有所不同，当

磁偶极子相对外磁场的位形发生变化时，会在线圈中产生感生电动势。根据

Faraday 电磁感应定律，偶极子线圈和源线圈中产生的感生电动势分别为 

ΦΦ
   e

e

dd
,

dt dt
              （5.5.23） 

偶极子线圈以及源线圈中的电流会因此被改变，此即是“互感效应”。在这个过

程中“固有能”不可能保持恒定不变。若我们要求在变化过程中m

与 eB

均保持

不变（亦即 eI ,I 不变），则必须由外接电动势做功抵消感生电动势的做功。在一

个变动过程中，外电源必须做的功为 



 6

   
Φ Φ

Φ Φe
e e e e e

d d
W I dt I dt I dt I dt I I

dt dt                （5.5.24） 

其中 Φ Φe ,  是Φ Φe , 在过程中的变化。对比（5.5.20），我们发现 

 2 intW U            （5.5.25） 

I
e

I B
e

B

初态 终 态

 

现在我们根据能量守恒来看一下保持电流不变条件下的“磁相互作用能”。与电

偶极子（参考第 12 讲）情况类似，考虑在外磁场中的一个磁偶极子，假设其平

移一段距离，在这个过程中始终有一个外力与磁场对其的作用力大小相等方向相

反， ' BF F 
 

，因此整个过程中外力对线圈的做功为 

                ' BR F l F l     
  

 

根据能量守恒， R 应当为体系总能的增加。 

（1）首先体系机械能没有发生任何变化（因为线圈准静态移动）； 

（2）其次，磁场能发生的变化为  1

2B e eU I I      

（3）再次，为了保证源线圈和探测线圈中的电流 ,eI I 维持不变，电源必须提供

Φ Φ=2 Ue e BW I I      的能量，这部分能量必须扣除。 

因此，外场做的功 R 应当等于线圈+电源这个系统总的能量增加，

BR U W    。若将线圈和电源作为一体定义一个“有效相互作用能”，则

intR U    。显然， int 2B B B BU U W U U U           

     int eU m B  
            （5.5.31） 

与电偶极子在电场中的势能（相互作用能）完全一样！仿照电偶极子在电场受力
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及受力矩的推导，我们可推出磁偶极子在磁场中所受的力及力矩分别为 

    
   B int

B

F U m B m B

m B

      

 

   
      （5.5.32） 

 

Tips： 

电磁理论 难掌握的就是这一点了：许多物理量必须在注明是在什么条件下得到的。等势

条件和孤立导体的条件得到的结论截然不同，同样，等电流条件和等矢势也不相同。 

 
习题： 

1) 考虑一个半径为 R 的均匀带电 Q 的绝缘体球壳，沿对称轴（设为 z 轴）以角速度匀角

速度转动，求空间的磁场分布。[提示：分下面 3 步走 （1）求出电流分布；（2）证明

球体对应于一个均匀磁化球，并求出磁化强度M

；（3）利用磁标势的方法求解。] 

2) 将一个半径为 R 的磁导率为 2 的磁介质球放入磁导率为 1 的溶液中，当外加一均匀磁

场 0B


时，求磁介质球携带的有效磁偶极矩（做了好多遍了，可以无需推导直接写出来）。 

若体系中有两个相同的磁介质球体，问体系将 终选择如图所示的那一种构型？为什

么？ 

      

B
0

450

(a) (b)

(c)

 

注：这个题目的背景就是“磁流变液”，我曾在第 8 届亚洲中学生奥林匹克竞赛中出过一道

类似的题目。 

 

思考题 

（1）根据磁偶极子的矢势和标势，分别推出磁偶极子的 B 场的形式，讨论 2 个表达式在什

么条件下是一样的？ 

（2）能否从 Maxwell 张量出发计算一个磁偶极子（载流线圈）在外磁场中受到的力和力矩？

若可以，将一个自旋看成一个磁偶极子，根据其在磁场中受到的力和力矩写出自旋在磁场

中的有效相互作用能。 


