
3.6 非完整晶格的振动局域模

前面讨论都是基于理想晶体，而实际中晶体中难免会有缺陷或者杂

质等。这些缺陷和杂质会对晶格振动有较大影响。

我们这里只讨论一个替代杂质原子的一维原子链的情况（只杂质原

子质量不同于其它原子质量）。

晶体中的杂质可以导致无序系统，包含很多复杂的动力学问题和深

刻的物理问题。



一、一维完整单原子链的扩展模式
一维单原子链的本征解和色散关系

很显然，最大的频率为 。所有其它本征频率都小于该频率：

当 时，q有实数解，对应的本征解是一种可以在整个原

子链中传播的格波，称为扩展模。

原子链中存在一个 的振动模式，它必然是一个局域在原子

链某个原子附近，不随着时间衰减的振动。

ω离开ωm愈大，局域范围越小，这种振动模式称为局域模。



二、含单个缺陷的一维原子链的振动频率

一维单原子链，原子质量 M，元胞数 N。

假设在n=0格位上有一个质量为M’的杂质，所有近邻的弹性力常数仍然

全部为β。

定义

其中0<ε<1，表示“轻杂质”

而ε<0，表示“重杂质”



轻杂质：在ω<ωm时，每个ωq对应于一个解，但所有解都往高频方向移动，

它们对应的本征模都是扩展模。

有一个振动模被推移到了ω>ωm的禁带中。它是以一个杂质原子为中心的

局域模式。

重杂质：所有解都往低频方向移动，它们仍然落在允许的完整晶格的频带

之内，即没有出现分裂的局域模。

由于单原子链只有声频支，其下界为0。如果考虑复式晶格，光频支的下

界为非零值，此时重杂质可能在光频支频带下的禁带中，产生局域模式。



三、局域模

这一个振动模式的频率ω>ωm，它是局域在n=0杂质原子附近的振动，相邻

原子振动方向相反，并且随着|n|的增大，位移趋于0：

我们可以得到一个重要结论：任何周期结构的破坏均可能导致局域态的出

现，即无序可以导致局域化。



3.7 晶格比热容
比热容是单位质量物质每改变单位温度所得到或释放出的能量。热容

是固体原子热运动在宏观性质上的最直接体现，因而对固体原子热运动的

认识实际上首先是从固体热容研究开始的，并得出了原子热运动能量是量

子化的这个无可争辩的结论。我们讨论固体热容仍是以揭示原子热运动特

征为目的，而完整地介绍热容统计理论应是统计物理的内容。

晶体的比热容包括晶格比热容和电子比热容两部分。 晶格激发声子，

晶格振动的能量变化贡献出晶格比热容。

对于绝缘体，无自由运动的电子，所以电子对比热容贡献很小。在金

属中，只有在低温时候，电子对比热容有重要贡献；而在不太低的温度时

候，电子对比热容的贡献一般远小于晶格的贡献，常温下只有晶格热容的

~1%，可以忽略。

我们这里只考虑晶格比热容。



Dulong－Petit  1819 年发现大多数固体常温下的摩尔热容量差不多
都等于一个与材料和温度无关的常数值（25 J/mol﹒K），这个结果就
称为Dulong－Petit定律。

根据经典统计中的能量均分定理，受简谐力作用的原子像一组谐振子，
每个自由度的平均总能量为 kBT，一摩尔固体中有 个原子，所以每摩
尔晶体晶格的振动能为：
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虽然Dulong－Petit 定律得到经典能量均分定理的解释。但1875年
Weber 就发现不少固体的热容量远低于Dulong－Petit数值，而且随温度的
降低而减小，这是经典理论所无法理解的，也是量子论诞生的催生剂之一。
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一、声子态密度

在温度T下，晶格的平均热能为：

其中n是平均声子数：

晶格的定容比热容：

其中

C(ωs (q)) 代表模式为qs的声子对比热容的贡献。

q点在倒空间连续分布，且处于 1BZ，求和可以用积分替代。



其中 为q空间的波矢密度。 C(ωs(q))只是频率的函数，上式可

以写成对频率积分

其中ρ(ω)是声子态密度。它表示单位频率间隔内的模式数。应满足总

模式数等于总自由度数：



声子态密度写成对等频率面积分，对不同维度有：

声子态密度反映了晶格热激发的主要特征，决定了晶体中与晶格振动

相关的物理过程。在倒空间，声子群速度的那些临界点附近，频谱存

在局部平坦的区域，将给出ρ(ω)的奇点，称为范霍夫 (van Hove)奇点。

这些奇点在q空间的临界点有特别重要的意义。



因为

所以
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一维单原子链：



范霍夫奇点

一维双原子链：



三维情况长声学波或弹性波：

ω = vgq

由于波的传播速度与传播方向q无关，在q空间等频面是球面，所以有：
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态密度曲线呈抛物线变化是弹性波的标志。

在实际计算弹性波态密度时，要注意晶体的弹性波速度是方向

的函数，例如立方晶系有： 之分。

公式中声速应是几种声速的平均值，考虑到每个q支对应3支色

散关系，弹性波的态密度函数应表示为：
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实际晶体的态密度：

晶体的态密度函数原则上可以从理论上通过上述公式计算，先

求出每支色散曲线相应的态密度 ：每个原胞有n个原子的晶体

的总的态密度函数是：

右图是金属Al 的晶格振动态密

度合成图，总态密度是两支横

波和一支纵波的叠加。
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Cu晶体的总振动态密度函数谱

可以明显看出铜晶体

的态密度函数，低频

部分呈抛物线形状，

这和色散曲线低q部分

接近弹性波线性关系

是一致的。



二、爱因斯坦模型和爱因斯坦比热容

爱因斯坦给出了一个最简单的晶格振动模型，假定晶体中 nN 个原子以

统一确定频率振动。实际上把晶体中的各种振动模式简化为单一的长

光学模，由于长光学模的振动频率几乎不依赖于波矢：

其中ωE为爱因斯坦频率，得到态密度为：



爱因斯坦声子态密度是一个峰值在ωE处的δ函数，所有振动模式

都集中在ωE处。

爱因斯坦比热容：



爱因斯坦频率需要通过理论的比热容与实验值做对比来确定，选择恰当

的爱因斯坦频率使得全温区与实验值尽可能符合。

定义爱因斯坦温度：

在高温下，即 T>>TE

在低温下，即T趋于0时



所以在高温下，爱因斯坦比热容量子理论与经典的杜隆-珀蒂定律一致。

爱因斯坦比热容量子理论最大的成功是克服了经典理论在低温下的行为，

当温度趋于0时，比热容以e指数趋于0。

爱因斯坦比热容理论的不足之处：低温行为与实验测量不符。实验上比热

容满足 。而爱因斯坦比热容是 e指数降低。这是因为爱因

斯坦模型中所有的可激发模式都集中于ωE处，缺少低能激发模式。Einstein

模型只适于描写格波中的光学支，因为光学支一般频率宽度很窄，可以近

似的用一个固定频率来描述。Einstein模型实际忽略了频率较低的声学波对

热容的贡献。而在低温时声波对热容的贡献恰恰是主要的，因此上式所示

的热容随温度下降要比实验结果更快。



三、德拜模型和德拜比热容

德拜把晶体作为连续介质处理，考虑晶体中的长波声学模，色散关系为：

其中cs= 分别对应于长波长的纵波和横波的波速。因为理想介质

是一个无穷自由度的体系，对波数q无限制。当计算系统的能量时候，

它将是发散的。

必须强加一个最大波矢qD，称为德拜波矢，由以下关系确定：

其中 为倒格子元胞体积。



我们用德拜球来替代布里渊区，由此得到：

其中 N为元胞数，V为晶体体积，

定义平均声速：

得到德拜截止频率：



在实空间也做类似的近似，用一个半径为rs的WS球来替代实际的WS

元胞，它们具有相同的体积：

因此

声学模的截止波长稍微长于元胞的平均半径，点阵不允许传播波长较

短的波。

德拜声子态密度为：



得到德拜比热容：

令

定义德拜温度

得到德拜比热容：

其中：



德拜特征温度还是待定常数，可以通过两种方法得到

1. 从固体的弹性模量求弹性波速 cs，由此求出平均声速，再从公式可

以得到德拜温度。

2. 选择恰当的德拜温度，拟合实验数据，尽可能使得理论和实验相符

合。



在高温下：

德拜比热容为

很显然，这与经典比热容一致。



在低温下

德拜比热容为

它与温度的三次方成正比。可见德拜比热容在高温区和低温区都得到了

正确的温度关系。



系统的总热能E≈被激发的模式*每个模式激发的声子数*每个声子的能量。

高温下，所有模式被激发，与温度无关。每个模式的声子数正比于温度T，因

此总的热能正比于温度T，所以比热容与温度无关。

低温下，只有某些模式 被激发。也就是在q空间，

球体内的模式被激发。

因此被激发的模式数~T3，每个模式的声子能量~T，总的热能~T4，比热容~T3。

德拜模型如果是精确的，那么德拜温度应该与温度无关的量。但是实验结

果表明实际并不是这样的。要给出准确的Cv和T的关系，必须从晶格振动

模型严格地去得到声子谱密度。



一维单原子链态密度：

而一维德拜模型的色散关系是

声子态密度

其中

在极低温下，即在低频范围，两者几乎完全相同。在高频区域两者符合不好。
但在高温下，所有模式都被激发，这种差别将被掩盖掉，所以德拜模型仍
然可以得到正确的比热容与温度的关系。

在中等温度范围内，晶格模型有比德拜模型较多的可激发模式，此时德拜模
型就不准确了。



实际 Cu 的态密度与德拜模型的态密度。 德拜模型与爱因斯坦模型。


