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高维微分学——无限小增量公式

复旦力学 谢锡麟

2016 年 3 月 15 日

1 知识要素

1.1 按单参数直线化思想进行，可有结论：

按一维函数的无限小增量公式

定理 1.1 (一元函数的无限小增量公式). 如果 f(x) ∈ R 在 xo ∈ R 点具有直至 p 阶导数, 则
有

f(xo + λ) = f(xo) +

p∑
k=1

1

k!

dkf

dxk
(xo)λ

k + o(λp) ∈ R,

可有多元函数的无限小增量公式

定理 1.2 (多元函数的无限小增量公式). 如果 f(x) ∈ R 在 xo ∈ Rm 点具有直至 p 阶沿 e

的方向导数, 则有

f(xo + λe) = f(xo) +

p∑
k=1

1

k!

∂kf

∂ek
(x0)λ

k + o(λp) ∈ R.

证明 引入 ϕ(λ) = f(xo + λe), 则有 ∃ϕ(p)(0) =
∂kf

∂ek
(xo). 故按一维函数的无限小增量公式,

有

ϕ(λ) = ϕ(0) +

p∑
k=1

1

k!
ϕ(k)(0)λk + o(λp) ∈ R.

为将上述表达式中的各阶方向导数由偏导数表示, 可做如下考虑

1. 如有 f(x) 在开线段 (xo − δe,xo − δe) 上可微, 则有

∂f

∂e
(x) =

M∑
i1=1

∂f

∂xi1
(x)ei1 , ∀x ∈ (xo − δe,xo − δe).

2. 进一步, 如有 f(x) 的一阶偏导数在开线段 (xo − δe, xo − δe) 上可微, 则有

∂2f

∂e2
(x) =

M∑
i2,i1=1

∂2f

∂xi2xi1
(x)ei2ei1 , ∀x ∈ (xo − δe,xo − δe).
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3. 依次类推, 如有 f(x) 的所有 p− 2 阶偏导数在开线段 (xo − δe, xo − δe) 上可微, 则有

∂p−1f

∂ep−1
(x) =

M∑
ip−1,··· ,i1=1

∂p−1f

∂xip−1 · · ·xi1
(x)eip−1 · · · ei1 , ∀x ∈ (xo − δe,xo − δe).

另一方面, 按可微性的定义, 对开线段上的任意一点 x，都会存在对应的球形领域 Bλx(x),
其上存在 p − 2 阶偏导数且都在球心连续À. 按可微性的充分性条件, 有 p − 3 阶偏导数在

x 点可微. 由此, 如有 f(x) 的所有 p− 2 阶偏导数在开线段 (xo − δe, xo − δe) 上可微, 对
应有 f(x) 及其 1, · · · , p− 3 阶偏导数在开线段 (xo − δe, xo − δe) 上可微.

4. 最后, 如有 f(x) 的所有 p− 1 阶偏导数在 xo 点可微, 则有

∂pf

∂ep
(xo) =

M∑
ip,··· ,i1=1

∂pf

∂xip · · ·xi1
(x0)e

ip · · · ei1 .

就混合偏导数是否可以交换次序，可做如下考虑

1. 按条件，f(x) 的所有 k 阶偏导数（k = 1, · · · , p− 1）在开线段 (xo − δe,xo − δe) 上可微.
按可微性的定义, 对开线段上的任意一点 x, 都会存在对应的球形领域 Bλx(x), 其上存在 k

阶偏导数且都在球心连续, 由此在 x 点 k 阶偏导数（k = 1, · · · , p− 1）可以交换次序.

2. 如进一步要求, 对 xo 点, 存在对应的球形领域 Bλx(xo), 其上存在 p 阶混合偏导数且在球

心连续, 则在 xo 点 p 阶混合偏导数可以交换次序.

综述所述，可得

定理 1.3 (多元函数沿某方向的无限小增量公式). 设有包含 x0 的线段 (xo − δe,xo − δe) ⊂
Dx，满足条件：f(x)在 (xo− δe,xo− δe)上具有 p− 2阶可微的偏导数；xo 点具有可微的 p− 1

阶偏导数；另在 xo 的一个球形领域 Bλ(xo) 上存在 p 阶混合偏导数且在球心连续。则有：

f(xo + λe) = f(xo) +

p∑
k=1

1

k!

 m∑
ik,··· ,i1=1

∂kf

∂xik · · · ∂xi1
(xo)e

ik · · · ei1
λk + o(λp) ∈ R

式中各阶混合偏导数都可交换次序。

可引入 h := λe =
[
λe1, · · · , λem

]T , 上述展开式往往又表示为

f(xo + h) = f(xo) +

p∑
k=1

1

k!

 m∑
ik,··· ,i1=1

∂kf

∂xik · · · ∂xi1
(xo)h

ik · · ·hi1
λk + o(|h|Rm).

另, 可引入更强的条件 f(x) ∈ C p(Bλ(x0);R)Á,Bλ(xo) ⊂ Dx, 则就 xo 的各个方向都存在无

限小增量公式. 但需指出, 展开式的“收敛速度”实际上依赖于方向而非形式上所表示的对所有
方向都有统一的 “控制速度”, 亦即并非存在对所有方向都适用的 p 阶无穷小量.

À 因为 p− 2 阶偏导数都在球心可微, 而可微性对应连续性.
Á 指 f(x) 在 Bλ(xo) 中存在 p 阶偏导数且都在球中每一点都连续.
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1.2 多项式逼近的唯一性

性质 1.4 (多项式逼近的唯一性). 多项式逼近的唯一性可归纳为如下结论

1. 设
n∑

i+j=0

Aijx
iyj + o(ρn) = 0(ρ → 0)，此处 ρ =

√
x2 + y2, 则有

Aij = 0, 此处i, j为非负整数而且i+ j = 0, 1, 2, · · · , n;

2. 设 Pn(x) + o(ρn) = 0(ρ → 0)，此处 ρ = |x|Rn，Pn(x) =
∑

|k|6n

akx
k，ak = ak1k2···kn，

|k| =
n∑

i=1
ki，xk = xk11 xk22 · · ·xknn ，k1, · · · , kn 为非负整数, 则有

ak = 0, |k| 6 n.

证明 1. 由
n∑

i+j=0
Aijx

iyj + o((x2 + y2)
n
2 ) = 0，即有

A00 +
n∑

i+j=1

Aijx
iyj + o((x2 + y2)

n
2 ) = 0

取
√

x2 + y2 → 0，则有 A00 = 0。再考虑

(A10x+A01y) +

n∑
i+j=2

Aijx
iyj + o((x2 + y2)

n
2 ) = 0

所以有

A10
x√

x2 + y2
+A01

y√
x2 + y2

+

n∑
i+j=2

Aij
xiyj√
x2 + y2

+ o((x2 + y2)
n−1
2 ) = 0

取 y = kx 在令 x → 0，则有

A10
1√

1 + k2
+A01

k√
1 + k2

= 0, ∀ k ∈ R

故有 A10 = A01 = 0。设有

∑
i+j=k

Aijx
iyj +

n∑
i+j=k+1

Aijx
iyj + o((x2 + y2)

n
2 ) = 0

引入 y = λx，则有

∑
i+j=k

Aijλ
jxi+j +

n∑
i+j=k+1

Aijλ
jxi+j + o((1 + λ2)

n
2 xn) = 0

由此有 ∑
i+j=k

Aijλ
j +

n∑
i+j=k+1

Aijλ
jxi+j−k + o((1 + λ2)

n
2 xn−k) = 0
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取 x → 0 可有 ∑
i+j=k

Aijλ
j =

k∑
j=0

Ak−j,jλ
j = 0

用矩阵可以表示为

[
λ0, λ1, · · · , λk

]


Ak0

Ak−1,1

...
A0k

 = 0

将 λ 分别取为 1, 2, · · · , k + 1，即有
1 1 · · · 1

1 2 · · · 2k

...
... . . . ...

1 k + 1 · · · (k + 1)k




Ak0

Ak−1,1

...
A0k

 = 0 ∈ Rk+1

此处系数矩阵为范德蒙行列式非奇异，故有 Ak0 = Ak−1,1 = · · · = A0k = 0。

2. 考虑高维情形
p∑

k1+···+kn=0

Ak1···knx
k1
1 · · ·xknn + o((x21 + · · ·+ x2n)

p
2 ) = 0, p ∈ N

则有

A0···0 +

p∑
k1+···+kn=1

Ak1···knx
k1
1 · · ·xknn + o((x21 + · · ·+ x2n)

p
2 ) = 0, p ∈ N

引入


x1 = λ1θ

· · ·
xn = λnθ

则有

A0···0 +

p∑
k1+···+kn=1

Ak1···kn

(
λk1
1 · · ·λkn

n

)
θk1+···+kn + o(θp) = 0

取 θ → 0，则有 A0···0 = 0。由此可有

(A10···0x1 + · · ·+A0···01xn) +

p∑
k1+···+kn=2

Ak1···knx
k1
1 · · ·xknn + o((x21 + · · ·+ x2n)

p
2 ) = 0

同样引入


x1 = λ1θ

· · ·
xn = λnθ

则有

(A10···0λ1 + · · ·+A0···01λn) θ +

p∑
k1+···+kn=2

Ak1···kn

(
λk1
1 · · ·λkn

n

)
θk1+···+kn + o(θp) = 0
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由此有

(A10···0λ1 + · · ·+A0···01λn) +

p∑
k1+···+kn=2

Ak1···kn

(
λk1
1 · · ·λkn

n

)
θk1+···+kn−1 + o(θp−1) = 0

取 θ → 0，则有 A10···0λ1 + · · ·+A0···01λn = 0，亦即

[λ1, · · · , λn]


A10···0

...
A0···01

 = 0

可有 A10···0 = · · · = A0···01 = 0。设有

∑
k1+···+kn=q

Ak1···knx
k1
1 · · ·xknn +

p∑
k1+···+kn=q+1

Ak1···knx
k1
1 · · ·xknn + o((x21 + · · ·+ x2n)

p
2 ) = 0

引入


x1 = λ1θ

· · ·
xn = λnθ

则有

∑
k1+···+kn=q

Ak1···kn

(
λk1
1 · · ·λkn

n

)
θq+

p∑
k1+···+kn=q+1

Ak1···kn

(
λk1
1 · · ·λkn

n

)
θk1+···+kn+o(θp) = 0

可以得到 ∑
k1+···+kn=q

Ak1···kn

(
λk1
1 · · ·λkn

n

)
= 0

考虑
q∑

kn=0

 p∑
k1+···+kn−1=q−kn

Ak1···kn−1knλ
k1
1 · · ·λkn−1

n−1

λkn
n =

q∑
kn=0

Cknλ
kn
n = 0

可有 ∑
k1+···+kn−1=q−kn

Ak1···kn−1knλ
k1
1 · · ·λkn−1

n−1 = 0, ∀ kn = 0, 1, · · · , q

再考虑

q−kn∑
kn−1=0

 p∑
k1+···+kn−2=q−kn−kn−1

Ak1···kn−2kn−1knλ
k1
1 · · ·λkn−2

n−2

λ
kn−1

n−1 = 0

以此类推至二次式，即 ∑
k1+k+2=q−(kn+kn−1+···+k3)

Ak1k2λ
k1
1 λk2

2 = 0

按 (1) 中分析即可得所有系数均为零。
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1.3 多元函数多项式逼近的实际获得方法

1.3.1 乘积函数的多项式逼近

如有f(x, y) = A00 + (A10x+A01y) + (A20x
2 +A11xy +A02y

2) + o(x2 + y2)

g(x, y) = B00 + (B10x+B01y) + (B20x
2 +B11xy +B02y

2) + o(x2 + y2)

则有

(fg)(x, y) =
[
A00 + (A10x+A01y) + (A20x

2 +A11xy +A02y
2) + o(x2 + y2)

]
·
[
B00 + (B10x+B01y) + (B20x

2 +B11xy +B02y
2) + o(x2 + y2)

]
= A00B00 +

[
(A00B10 +B00A10)x+ (B00A01 +A00B01)y

]
+

[
(A00B20 +A10B10 +B00A20)x

2 + (A10B01 +B10A01)xy

+ (A00B02 +A01B01 +B00A02)y
2
]
+ o(x2 + y2)

相关分析中，利用关系式

xpyq = o

((
x2 + y2

) p+q−1
2

)
, ∀ p, q ∈ N

分析：考虑到

|xpyq|

(x2 + y2)
p+q−1

2

=
|xp|

(x2 + y2)
p
2

|yq|
(x2 + y2)

q
2

(x2 + y2)
1
2 6 (x2 + y2)

1
2

1.3.2 除法函数的多项式逼近

(
f

g

)
(x, y) =

A00 + (A10x+A01y) + (A20x
2 +A11xy +A02y

2) + o(x2 + y2)

B00 + (B10x+B01y) + (B20x2 +B11xy +B02y2) + o(x2 + y2)

=
A00 + (A10x+A01y) + (A20x

2 +A11xy +A02y
2) + o(x2 + y2)

B00

[
1 +

(B10x+B01y) + (B20x
2 +B11xy +B02y

2) + o(x2 + y2)

B0

]
=

A00 + (A10x+A01y) + (A20x
2 +A11xy +A02y

2) + o(x2 + y2)

B00 [1 + θ(x, y)]

而

[1 + θ(x, y)]−1 = 1 +

p∑
k=1

1

k!

(p
k

)
θk(x, y) + o(θp(x, y))

1.3.3 复合函数的多项式逼近

如有 f(x, y) = (A10x+A01y) + (A20x
2 +A11xy +A02y

2) + o(x2 + y2)

Θ(z) = C0 +
∑p

k=1Ckz
k + o(zp)
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则有

Θ(f(x, y)) = C0 +

p∑
k=1

Ck

[
(A10x+A01y) + (A20x

2 +A11xy +A02y
2) + o(x2 + y2)

]k
+ o

(
(x2 + y2)

p
2

)

2 应用事例

3 建立路径

• 多元函数无限小增量公式的获得基于单参数直线化的基本思想, 由此利用一维函数的无限
小增量公式.

• 类同于一维函数的无限小增量公式, 多元函数的无限小增量公式提供了利用多项式局部逼
近原函数的基本方法. 当限定误差为二阶无穷小量, 则对于二维函数局部逼近为二次曲线,
而对三维函数局部逼近可为二次曲面, 便于把握多元函数的局部特征.
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