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微分流形上微分学——流形上的微分运算—外微分与里积

复旦力学 谢锡麟

2016 年 4 月 21 日

1 知识要素

1.1 外微分运算

定义 1.1 (外微分运算). 对 ∀Φ ∈ Λr(TM), 可定义以下外微分运算:

dΦ(x) = d
(
1

r!
Φi1···irdxi1 ∧ · · · ∧ dxir

)
(x) , d

(
1

r!
Φi1···ir

)
∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxir

=
1

r!

∂Φi1···ir
∂xs

(x)dxs ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxir ∈ Λr+1(TM).

性质 1.1 (外微分运算的基本性质). 外微分运算具有如下基本性质.

1. 线性性: 对 ∀Φ,Ψ ∈ Λr(TM), ∀α, β ∈ R, 有

d(αΦ+ βΨ) = αdΦ+ βdΨ ∈ ∧r+1(TM);

2. Poincare 性: 对 ∀Φ ∈ Λr(TM), 有

d2Φ = d(dΦ) = 0;

3. 反导性: 对 ∀Φ ∈ Λr(TM),Ψ ∈ Λs(TM), 有

d(Φ ∧ Ψ) = dΦ ∧ Ψ + (−1)rΦ ∧ dΨ .

证明 通过直接计算, 可证明外微分运算的基本性质.

1. 线性性:

d(αΦ+ βΨ) = d
(
α

r!
Φi1···ir +

β

r!
Ψi1···ir

)
∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxir

=
1

r!

∂

∂xs
(αΦi1···ir + βΨi1···ir)dxs ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxir

=
α

r!

∂Φi1···ir
∂xs

dxs ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxir + β

r!

∂Ψi1···ir
∂xs

dxs ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxir

= αdΦ+ βdΨ ;
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2. Poincare 性:
dΦ =

1

r!

∂Φi1···ir
∂xs

(x)dxs ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxir ,

故有

d2Φ =
1

r!

∂2Φi1···ir
∂xt∂xs

(x)dxt ∧ dxs ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxir = 0.

此处考虑到
∂2Φi1···ir
∂xt∂xs

(x) 关于指标 t 和 s 的对称性, 以及 dxt ∧ dxs 关于指标 t 和 s 的反

对称性.

3. 反导性:

d(Φ ∧ Ψ) = d
(

1

r!s!
Φi1···irΨj1···jsdxi1 ∧ · · · ∧ dxir ∧ dxj1 ∧ · · · ∧ dxjs

)
=

1

r!s!

∂

∂xt
(Φi1···irΨj1···js) (x)dxt ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxir ∧ dxj1 ∧ · · · ∧ dxjs

=
1

r!s!

[
∂Φi1···ir
∂xt

(x)Ψj1···js +
∂Ψj1···js
∂xt

(x)Φi1···ir

]
dxt ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxir ∧ dxj1

∧ · · · ∧ dxjs

=
1

r!

[
∂Φi1···ir
∂xt

(x)dxt ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxir
]
∧
(
1

s!
Ψj1···jsdxj1 ∧ · · · ∧ dxjs

)
+ (−1)r

(
1

r!
Φi1···irdxi1 ∧ · · · ∧ dxir

)
∧ 1

s!

[
∂Ψj1···js
∂xt

(x)dxt ∧ dxj1 ∧ · · · ∧ dxjs
]

= dΦ ∧ Ψ + (−1)rΦ ∧ dΨ .

定理 1.2 (外微分的内蕴形式). 对 ∀Φ ∈ Λr(TM), 有

dΦ = (r + 1)A (∇⊗Φ).

证明 考虑到 Christoffel 符号关于协变指标的对称性, 可有

dΦ =
1

r!

∂Φi1···ir
∂xs

(x)dxs ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxir

=
1

r!

(
∂Φi1···ir
∂xs

(x)− Γ t
si1Φti2···ir − · · ·Γ t

sirΦi1···ir−1t

)
dxs ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxir

=
1

r!
∇sΦi1···irdxs ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxir

=
(r + 1)!

r!
∇sΦi1···irA (dxs ⊗ dxi1 ⊗ · · · ⊗ dxir)

= (r + 1)A (∇⊗Φ).

1.2 里积运算

定义 1.2 (里积运算 (Interior product)). 里积运算 iuΦ 定义为

iuΦ : T r(Rm) ∋ Φ 7→ iuΦ ∈ T r−1(Rm),

此处

iuΦ(v2, · · · ,vr) , Φ(u,v2, · · · ,vr) ∈ R, ∀v2, · · · ,vr ∈ Rm.
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性质 1.3 (里积运算的基本性质 1). 里积运算的基本性质可归纳如下.

1. iu(αΦ+ βΨ) = αiuΦ+ βiuΨ , ∀α, β ∈ R, ∀Φ,Ψ ∈ T r(Rm);

2. iαu+βv = αiu + βiv.

证明 可基于里积运算的定义, 证明其基本性质 1.

1. 根据定义, 有

iu(αΦ+ βΨ)(v2, · · · ,vr) , (αΦ+ βΨ)(u,v2, · · · ,vr)

= αΦ(u,v2, · · · ,vr) + βΨ(u,v2, · · · ,vr)

= (αiuΦ+ βiuΨ)(v2, · · · ,vr),

即有 iu(αΦ+ βΨ) = αiuΦ+ βiuΨ .

2. 根据定义, 有

iαu+βvΦ(v2, · · · ,vr) , Φ(αu+ βv,v2, · · · ,vr)

= αΦ(u,v2, · · · ,vr) + βΦ(v,v2, · · · ,vr)

= (αiuΦ+ βivΦ)(v2, · · · ,vr),

即有 iαu+βvΦ = αiuΦ+ βivΦ, 亦即有

iαu+βv = αiu + βiv.

至此证毕.

性质 1.4 (里积运算的基本性质 2).

1. iu(θ1 ∧ · · · ∧ θr) =

r∑
i=1

(−1)i+1(iuθi)θ1 ∧ · · · ∧
◦
θi ∧ · · · ∧ θr

此处 iuθi = θi(u), ∀θ1, · · · ,θr ∈ T ∗M, u ∈ TM , 其中 θ1 ∧ · · · ∧
◦
θi ∧ · · · ∧ θr 表示在作

用过程中去掉带圈的项.

2. 反导性: 对 ∀Φ ∈ Λr(TM), ∀Ψ ∈ Λs(TM), 有

iu(Φ ∧ Ψ) = iuΦ ∧ Ψ + (−1)rΦ ∧ iuΨ .

证明 可基于里积运算的定义以及基本性质 1, 证明其基本性质 2.
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1. 根据定义, 有

iu(θ1 ∧ · · · ∧ θr)(v2, · · · ,vr) , θ1 ∧ · · · ∧ θr(u,v2, · · · ,vr)

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

θ1(u) θ1(v2) · · · θ1(vr)
...

...
...

θi(u) θi(v2) · · · θi(vr)
...

...
...

θr(u) θr(v2) · · · θr(vr)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

r∑
i=1

(−1)i+1θi(u)(θ1 ∧ · · · ∧
◦
θi ∧ · · · ∧ θr)(v2, · · · ,vr),

即有

iu(θ1 ∧ · · · ∧ θr) =
r∑

i=1

(−1)i+1(iuθi)θ1 ∧ · · · ∧
◦
θi ∧ · · · ∧ θr.

2. 基于性质 (1), 计算

iu(Φ ∧ Ψ) = iu

(
1

r!s!
Φi1···irΨj1···jsdxi1 ∧ · · · ∧ dxir ∧ dxj1 ∧ · · · ∧ dxjs

)
=

1

r!s!
Φi1···irΨj1···jsiu(dxi1 ∧ · · · ∧ dxir ∧ dxj1 ∧ · · · ∧ dxjs)

=
1

r!s!
Φi1···irΨj1···js

[
r∑

p=1

(−1)p+1(iudxip)dxi1 ∧ · · · ∧
◦

dxip ∧ · · · ∧ dxir ∧ dxj1 ∧ · · ·

∧ dxjs +
s∑

q=1

(−1)r+q+1(iudxjq)dxi1 ∧ · · · ∧ dxir ∧ dxj1 ∧ · · · ∧
◦

dxjq ∧ · · ·

∧ dxjs
]

=

 1

r!
Φi1···ir

r∑
p=1

(−1)p+1(iudxip)dxi1 ∧ · · · ∧
◦

dxip ∧ · · · ∧ dxir


∧
(
1

s!
Ψj1···jsdxj1 ∧ · · · ∧ dxjs

)
+ (−1)r

(
1

r!
Φi1···irdxi1 ∧ · · · ∧ dxir

)

∧

 1

s!
Ψj1···js

s∑
q=1

(−1)q+1(iudxjq)dxj1 ∧ · · · ∧
◦

dxjq ∧ · · · ∧ dxjs


= iuΦ ∧ Ψ + (−1)rΦ ∧ iuΨ .

定理 1.5 (外微分计算式). 对 ∀Φ ∈ Λr(TM), 有

dΦ(u1, · · · ,ur+1) =
r+1∑
i=1

(−1)i+1ui(Φ(u1, · · · ,
◦
ui, · · · ,ur+1))

+
∑

16i<j6r+1

(−1)i+jΦ([ui,uj ],u1, · · · ,
◦
ui, · · · ,

◦
uj , · · · ,ur+1).
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证明 利用数学归纳法, 设对 r − 1 阶反对称张量成立关系式, 以下考虑 Φ ∈ Λr(TM). 计算

dΦ(u1, · · · ,ur+1) = (iu1 ◦ dΦ(u2, · · · ,ur+1)

= Lu1Φ(u2, · · · ,ur+1)− (d ◦ iu1Φ)(u2, · · · ,ur+1)

= u1(Φ(u2, · · · ,ur+1))−
r+1∑
i=2

Φ(u2, · · · , [u1,ui], · · · ,ur+1)

−
r+1∑
i=2

(−1)iui

(
iu1Φ(u2, · · · ,

◦
ui, · · · ,ur+1)

)
−

∑
26i<j6r+1

(−1)i+jiu1Φ
(
[ui,uj ],u2, · · · ,

◦
ui, · · · ,

◦
uj , · · · ,ur+1

)

= u1(Φ(u2, · · · ,ur+1)) +
r+1∑
i=2

(−1)i+1ui

(
Φ(u1, · · · ,

◦
ui, · · · ,ur+1)

)
+

r+1∑
i=2

(−1)i+1Φ
(
[u1,ui],u2, · · · ,

◦
ui, · · · ,ur+1

)
+

∑
26i<j6r+1

(−1)i+jΦ
(
[ui,uj ],u1, · · · ,

◦
ui, · · · ,

◦
uj , · · · ,ur+1

)

=

r+1∑
i=1

(−1)i+1ui

(
Φ
(
u1, · · · ,

◦
ui, · · · ,ur+1

))
+

∑
16i<j6r+1

(−1)i+jΦ
(
[ui,uj ],u1, · · · ,

◦
ui, · · · ,

◦
uj , · · · ,ur+1

)
.

考虑 ω ∈ Λ1(TM), 则有

dω(X,Y ) = X(ω(Y ))− Y (ω(X))− ω([X,Y ]), ∀X,Y ∈ C∞(TM).

此式亦可通过直接计算获得, 如下所示:

dω(X,Y ) = d(ωidxi) =
∂ωi

∂xj
(x)dxj ∧ dxi(X,Y )

=
∂ωi

∂xj
(x)(dxj ⊗ dxi − dxi ⊗ dxj)(X,Y )

=
∂ωi

∂xj
(x)(XjY i −XiY j).

等式右端为

X(ω(Y ))− Y (ω(X))− ω([X,Y ])

= X(ωiY
i)− Y (ωiX

i)− ω

([
Xi ∂

∂xi
, Y j ∂

∂xj

])
= Xk ∂

∂xk
(ωiY

i)(x)− Y k ∂

∂xk
(ωiX

i)(x)− ω

(
Xi∂Y

j

∂xi
(x)

∂

∂xj
− Y j ∂X

i

∂xj
(x)

∂

∂xi

)
= Xk

(
∂ωi

∂xk
Y i + ωi

∂Y i

∂xk

)
(x)− Y k

(
∂ωi

∂xk
Xi + ωi

∂Xi

∂xk

)
(x)

− ωi

(
Xj ∂Y

i

∂xj
− Y j ∂X

i

∂xj

)
=

∂ωi

∂xk
(x)(XkY i −XiY k).
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2 应用事例

3 建立路径
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