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复旦大学力学与工程科学系

2013 ～ 2014 学年第二学期期末考试试卷

2A 卷 2B 卷

课程名称：连续介质力学基础 课程代码：MECH130105

开课院系：力学与工程科学系 考试形式：开卷/闭卷/课程论文

姓名： 学号： 专业：

题 号 1/(1) 1/(2) 1/(3) 2/(1) 2/(2) 2/(3) 2/(4) 2/(5) 2/(6)
得 分

题 号 3/(1) 3/(2) 3/(3) 3/(4) 3/(5) 3/(6) 3/(7)
得 分

得 分 4/(1) 4/(2) 4/(3) 4/(4) 总分

得 分

问题 1 (二点形式张量场微分学). 连续介质的有限变形理论，一般按运动性质引入介质的初始、
当前物理构型，对应地按微分同胚引入初始、当前参数构型。由此，定义于介质之上的张量可

有二点表示形式。

考虑如下四阶张量的二点表示形式

Φ = ΦA·j·
·i·B (ξ,x)GA(ξ)⊗ gi(x)⊗ gj(x)⊗GB(ξ)

此处局部基 {gi(x)}mi=1 对应曲线坐标系 X(x) ∈ C p(Dx,X(Dx))，局部基 {GA(x)}mA=1 对应曲

线坐标系
◦
X(ξ) ∈ C p(Dξ, X(Dξ))；上述二曲线坐标系具有关系式 x = x(ξ) ∈ C p(Dξ,Dx)。

1. 按上述张量场 Φ 的二点形式，推导
∂

∂ξL
Φ(ξ)

的表达式。

2. 就完整的局部基 {gi(x)}mi=1 引入其非完整基 {g(i)(x)}mi=1；就完整的局部基 {GA(ξ)}mA=1

引入其非完整基局部基 {G(A)(ξ)}mA=1。推导

Φ⊗ ◦
2 ≡ Φ⊗

(
GL ∂

∂ξL

)
(ξ) , ∂Φ

∂ξL
(ξ)⊗GL

相对于二点形式非完整基的表达式。
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3. 设曲线坐标系 X(x) ∈ C p(Dx,X(Dx)) 为球坐标系，对应的非完整基为其单位正交基；设
◦
X(ξ) ∈ C p(Dξ,X(Dξ)) 为柱坐标系，对应的非完整基为其单位正交基。以此，推导

(Φi
·Agi ⊗GA) · ◦

2 = 0

相对于上述二点形式非完整基的表达式。

问题 2 (体积形态连续介质的有限变形理论). 我们基于当前物理构型对应之曲线坐标系显含时
间的情形，研究体积形态连续介质的有限变形理论。以下各问题都基于这种情形。

1. 举一个事例，说明引入当前物理构型对应之曲线坐标系显含时间的意义。注：需要明确给
出显含时间曲线坐标系的定义，其物理域及参数域；但无需计算其几何量等。

2. 推导速度表达式。

3. 推导任意张量场的物质导数表达式。注：需要获得内蕴/整体形式。

4. 基于积分关系式，推导 Lagrange 型质量守恒微分方程。注：需明确所利用的变形梯度等
的相关关系式，但无需证明。

5. 基于积分关系式，推导 Lagrange 型动量守恒微分方程，亦即第一类、第二类 Piola-
Kirchhoff 应力张量满足的微分方程。注：需明确所利用的变形梯度等的相关关系式，但
无需证明。

6. 基于物质线变形的性质，推导第一类物质线输运方程，亦即推导

d

dt

∫
t
Γ
Φ

的积分恒等式，式中 Φ 为定义于物质线上的任意张量场，
t
Γ(λ) := X(x(ξ(λ)), t) 为当前

物理构型中物质线的向量值映照表示。注：需明确所利用的变形梯度等的相关关系式，但

无需证明。

问题 3 (曲面形态连续介质的变形运动学). 对曲面形态的连续介质，可类比体积形态的连续介
质，建立其变形理论。

1. 曲面形态连续介质的变形梯度定义为

F , ∂xiΣ
∂ξAΣ

(ξΣ, t) gi ⊗GA

基于微分学解释其意义。

2. 证明变形相关的基本关系式∂
t
Σ

∂λ
× ∂

t
Σ

∂µ

 (λ, µ) = |F |

∣∣∣∣∣∣∂
◦
Σ

∂λ
× ∂

◦
Σ

∂µ

∣∣∣∣∣∣
R3

(λ, µ)
t
n(λ, µ)
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式中变形梯度的行列式定义为

|F | ,
√
g

√
G

det
[
∂xiΣ
∂ξAΣ

]
(ξΣ, t)

t
Σ(λ, µ) := Σ(xΣ(ξΣ(λ, µ)), t) 为当前物理构型中物质面的向量值映照表示；

◦
Σ(λ, µ) :=

Σ(ξΣ(λ, µ)), t0) 为初始物理构型中物质面的向量值映照表示。

3. 证明变形梯度的基本关系式

1

g

∂g

∂xlΣ
(xΣ, t) = gij

∂gij

∂xlΣ
(xΣ, t), g := det[gij ]

式中 {gij}3i,j=1 为曲面的度量。

4. 证明：
d

dt
|F | = θ|F |, θ := V ·

Σ
∇

5. 按上述相关结论，已有变形相关的基本关系式

d

dt

∣∣∣∣∣∣∂
t
Σ

∂λ
× ∂

t
Σ

∂µ

∣∣∣∣∣∣
R3

(λ, µ) = θ

∣∣∣∣∣∣∂
t
Σ

∂λ
× ∂

t
Σ

∂µ

∣∣∣∣∣∣
R3

(λ, µ), θ := V ·
Σ
∇

以此，推导第一类物质面输运方程，亦即推导

d

dt

∫
t
Σ
Φ dσ

的积分恒等式，式中 Φ 为定义于曲面介质上的任意张量场。

6. 推导一般形式的质量守恒微分方程。注：微分方程中包含力学 -几何耦合量。

7. 就质量守恒微分方程中的力学 -几何耦合量，说明在何种运动形式下耦合量自然为零，何
种运动形式下非自然为零。

问题 4 (曲面形态连续介质的守恒律方程). 曲面形态连续介质的守恒律方程，可基于下述内蕴
形式的第二类广义 Stokes 公式获得∮

C
(τ × n) ◦ −Φ dl =

∫
Σ

(
Σ
∇ ◦ −Φ+Hn ◦ −Φ

)
dσ

以下各问题都基于上述 Stokes 公式。

1. 直接推导固定曲面上二维不可压缩流动的连续性方程。注：要求给出微分形式的连续性方
程。

2. 比较固定曲面上二维不可压缩流动的连续性方程与三维不可压缩连续性方程的数学形式，
并给与相应的说明。注：可基于数学与力学的融合进行说明。
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3. 设曲面应力具有如下形式
t = ti·j gi ⊗ gj + ti·3 gi ⊗ n

且设其作用形式为 ∮
∂

t
Σ
(τ × n) · t dl

推导一般形式的动量守恒微分方程。

4. 按上述曲面应力形式，推导动量矩守恒的微分形式，并给与相应的力学解释。注：可按是
否考虑面力偶情形，进行说明。

注：给出推导及计算过程的细节；批阅上注重思想及方法的反映。


