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基于几何形态为曲面的连续介质的有限变形理论研
究固定曲面上流动及曲面自身运动 

 

力学与工程科学系 史倩 

指导教师 谢锡麟 

 

摘要：本文基于几何形态为曲面的连续介质的有限变形理论，具体研究了二种典型的运

动。其一为固定曲面上连续介质的有限变形运动。具体推导了固定曲面上流动的控制方程分

量形式；进一步就不可压缩流动推导了涡－流函数解法，且数值研究了曲面局部扰动对圆柱

尾迹的影响。其二为曲面自身的有限变形运动，即膜的运动。具体推导了膜运动的控制方程

分量形式；进一步数值研究了轴对称膜的轴对称有限变形运动。本文就控制方程分量形式的

推导基于特定形式的三维流动在曲面上的限制，最终结果表现为不依赖于三维流动的具体选

取。 

  

关键词：有限变形理论；固定曲面上的流动；膜运动；曲面论 

 

Abstract: Based on the finite deformation theory of the continuous medium limited to surface, 

two typical motions on the surface are studied in detail in this dissertation. The one is the motion 

on the fixed surface and the other one the pure motion of the surface. The differential equations 

with respect to conservation laws are deduced. The vorticity-stream function method for numerical 

solution of impressible flow on fixed surface is presented together with some results in order to 

study how the wake of cylinder is influenced by the surface. We also carry out the numerical study 

of axisymmetric membrane vibration considering the finite deformation motion.  

Keywords: finite deformation; flow on fixed surface; motion on the surface; the theory of surface 

 

引言 

几何形态为曲面的连续介质有着广泛的应用背景，如细胞膜、泪液层等生物

膜，工业生产中传热传质过程中的保护膜，燃烧、雾化过程以及涂膜工艺，以及

封装和净化工业中的应用。从连续介质力学角度来研究方面，殷雅俊（2008）指

出生物膜是嵌入在三维 Euclidean 空间中的二维 Riemann 空间 [9]。Roert 

Irion(1999)评述了皂膜水洞作为新技术对于揭示湍流的旋涡世界的意义[4]。Jun 

Zhang 等（2000）实验研究了在流动皂膜上引入柔性细丝后的流场形态[3]。尹

协振等也对皂膜风洞实验方面进行了相关研究[8]。对于固体薄膜的振动，

R.H.Gutierrez(1998)数值模拟了环形（包括圆形）且膜密度关于半径定常函数分



复旦大学本科生优秀毕业论文选编（2012） 

2 
 

布下自由振动的相关结果[5]。方形膜的大变形自由振动也有相关报道。 

借鉴于一般连续介质力学的基本理论体系[1,2]，谢锡麟等（2012）建立了

几何形态为曲面的连续介质的有限变形理论[6,7]。本文具体考虑了两种典型的

几何形态为曲面的连续介质的有限变形运动：固定曲面上连续介质的有限变形运

动，即固定曲面上的流体，以及曲面自身的有限变形运动，即膜的运动。推导了

其控制方程的分量形式；并结合基于映照的方法进行了数值研究，以期从现象和

方法上对几何形态为曲面的连续介质的有限变形运动进行了初步探索和分析。 

 

1 概述几何形态为曲面的连续介质的有限变形理论 

自身可作有限变形运动的曲面，其一般的向量值映照表示为： 
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    ，类比于一般连续介质

力学理论，为考虑初始物理构形中两无限接近的介质质点位移同其在当前物理构

形中位移的关系，可引入变形梯度：        2 3, ,
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  。 

基于变形梯度的有关性质，我们可以归类当前－初始物理构形构型中有向

线元、面元及它们的模，以及物质导数的转换四类变形形式。例如： 

 当前－初始物理构形中有向线元、面元间的转换： 
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 当前物理构形中有向线元、面元的物质导数转换： 
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。  

类似于微积分中的第一类、第二类曲线和曲面积分，我们可将输运定理分成

第一类和第二类。 

 第二类输运定理 

线输运：
t t t
C

d dl dl L dl
dt

 

  
          

    ； 

面输运：  * * *  
t t t

d nd nd B n d
dt
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上述*表示任何合法的张量代数运算，如张量并，点积、叉乘等。 

 第一类输运 

线输运：   
t t t

C C C

d dl dl D dl
dt

 
        

    ; 

面输运：    
t t t

d d d d
dt

   


  

       。 

对于守恒律控制方程，可有： 

 质量守恒 

对于密度 ，利用输运方程，即可得质量守恒的积分型方程： 

0
t t

d d d
dt

    


 

    
    。由此可得质量守恒的微分方程： 0 



  。对于

不可压缩流动，则有： 0


 。进一步得分量形式： 

    3, , 0i i
iix t x x t V H V

t x
 


 

  


   
        
 。 

 动量守恒 

考虑曲面上运动的连续介质的各种受力： =t sur is pre
d Vd F F F P
dt  


    。

此处 surF 为表面张力作用， visF 为介质之间粘性力（摩擦力）作用， preF 表示介质

间压力作用， P 表示曲面两侧压力差作用。其中： 

  sur
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最终可得动量守恒的微分形式： 
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d V n n p pn n Pn
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上述表面张力、介质之间粘性力、介质内压力作用都可以表示为所选取介质

系统边界上的线积分；应用曲面上的广义 Stokes 公式，可将线积分转化为介质
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上的面积分。由于 Stokes 公式涉及的场及其场论运算是三维的，故我们需要利

用上述曲面上的运动的三维化处理。 

可基于曲面引入三维曲线坐标系      3 3, , ,X x t x t x n x t      ，由此可

构造三维运动：     3
3

,
,

x t
x x t





  

  
 

  ，继而可得三维运动的速度场分布： 
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， 

对介质内部压力的三维化考虑局部柱型场，亦即沿法向无梯度。另外如果考

虑镜面上镀膜等过程，可能需要考虑介质同镜面之间的摩擦力，对此介质将受到

额外的面力，仅需在上述微分型动量方程的右方直接加入相关项就可。 

 

2 典型运动形式：固定曲面上连续介质的有限变形运动 

此部分讨论固定曲面上不可压缩流动的理论及计算结果。文献中关于皂膜风

洞的实验研究是平面上的流动，依据第 2节中理论，可以发展二维固定曲面上不

可压缩流动的涡流函数解法。 

由不可压缩流动的连续性方程可引入流函数： 
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依据已获得动量守恒方程微分形式，对于粘性部分需计算： 

     3
3( ) , ,l i l i l

i l l in n V H x t x t b g Hb V g
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  ， 

以及        3 3: l l
l ln n V n n V g V g 

 

 

 
                    ， 

以及        3
3= l j l
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其中：  j ij ij s j s
j l i j l i i l l s l j sV g V g V Hb V b b V

    

 
                

可得原始变量的动量方程为：
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进一步定义固定曲面上运动的涡量 3 3: kl
k lV 

 

  ，可推导得得到固定曲面上

不可压缩流动的涡－流函数解法（控制方程分量形式）： 

流函数控制方程 

3 2 1
1 2 2 1 1 2 1 1 2 2

1 1 1 1 1= - V VV V
x x x x x xg g g g g

 
 

   

    

                                               

 

涡量控制方程 
3 3

3 3 3 32k ij kl kl sG
i j l G k l sk k

KV g V K Hb V
t x x
       

     

 

                        
 

可见相关项耦合于几何信息如平均曲率、高斯曲率，也相容于平面情形。 

考察圆柱后平面上叠加凹凸形式的曲面：
       2 22 25 8

+
x y x y

z e e
     

  。图 1

是平均曲率分布图。数值上采用映照的观点，将该区域化为规则的计算域[10]，

涡量控制方程时间导数采用三阶精度的两步预估校正法求解，其中预估步采用二

阶精度的 Adams-Bashforth 格式离散；空间导数离散基于不等距 Lagrange 插值

公式获得导数计算式。流函数 Possion 方程求解采用逐次超松弛方法（SOR）迭

代求解，取超松弛因子为1.72。时间步长0.001，网格数300 300 ，雷诺数Re=100。 

 

 

图 1 中间钟形双向凸起曲面上平均曲率分布图 

 

图 2是计算结果的等流函数图，图 3是等涡量云图的俯视图，表现了流动从

上游平面绕过钟形凹凸的行为：总体而言，尾迹依然有卡门涡街形成，对比平面

情形，涡量在非平面部分有被“拉散”的现象，并且传播到下游一定距离，但远

场没有受到明显干扰。对于钟形曲面的大小、位置、数量等在本文中做了初步研

究，仍有待于进行更为广泛的系统研究。 
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图 2 中间钟形双向凸起曲面上圆柱绕流 流函数分布 

 

 
图 3 中间钟形双向凸起曲面上圆柱绕流 涡量分布 

 

作为流场空间动力学行为的刻画方式之一，图 4为面变形率第一特征值的分

布，图 5对应平面情形。对现固定曲面上流动，且线元为切平面上的向量，则面

变形率仅需考虑为： 

i i j
j j iV V g g

     
   
 

，此处
i l

i i i s ik l s
j j js jl ksl k

V VV V V g g V
x x

 
    

 

   
          

    
   

  

结合不可压缩流动的连续性方程，上述面变形率对应的特征值满足：

1 2 0   。由于当前物理构形中线元模的相对时间变化率的绝对值不超过第一

特征值 1 ，故其分布一定程度反映了变形的程度。中间钟形双向凸起的情形下，

在两个峰值处均出现了较为明显的等拉伸率线扭曲现象，并且中心层处的分界线

延伸到了 8x  以后才出现上下的交融。 
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图 4 平面上圆柱绕流 面变形率第一特征值分布 

 

图 5 中间钟形双向凸起曲面上圆柱绕流 面变形率第一特征值分布 

 

作为平行移动的特殊形式——测地线，考察物理量量沿其分布，可以获得曲

面上类似平面中直线上的分析。图 6所示测地线，参数表示为    , =1,2ix i ，按

照如下初始条件所求得： 1
0 ,x    2

0 1,x    
1

0

3.8,dx
d

   
2

0

1dx
d

  。图7是t=196

时刻涡量沿该测地线分布图。 

 

图 6 双向凹凸钟形曲面上圆柱绕流测地线示意图 
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图 7 中间钟形双凹凸曲面上圆柱绕流 涡量沿测地线(  =i ix x  )分布 

 

以上是对固定曲面上不可压缩流动的理论和数值实现，进一步，皂膜上的干

涉条纹反映了密度的不均匀性，预示着：真实的薄层流动表现为“低 Reynolds

数的可压缩流动”，基于连续性方程，可进一步考虑变面密度情形。 

3 典型运动形式；曲面自身有限变形运动（膜运动） 

膜运动的参数刻画为：  
1

2
2,x x t







  


 
   

 
 ，亦即 Euler 参数坐标为

Lagrange 参数坐标的恒等映照。    , ,V x t t
t t




 
 

  
 

 。连续性方程为： 

     1, , , 0i s
i sx t x x t g V x t

t x xg

  


   
 

   
        
  

处理粘性部分：考虑到：     3 , , ,V nx t x t t n V n
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 ； 
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以及拉普拉斯项： 

  3 3
3
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                           。其中：
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。综上可得，动量方程分量形式： 
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由于 3 , tl
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，故得上述最后的等式

中显含平均曲率的项自然为零。 

以下具体考虑一种膜的轴对称有限变形运动，文献中类似的有考虑定常不均

匀密度分布下微小振动，以及考虑有限变形振动但不考虑密度变化。本文中密度

由连续性方程决定，且为有限变形情形。具体控制方程分量形式为： 
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，在小变形情形下相容于

数理方程中的微小振动方程  =ttz p z    。 
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连续性方程：    1, , 0r nr t g V g V r t H V
t rg

 


   



                          

 

对于固体，这里表面张力系数类比于在一定弹性拉伸下获得的张力，

E     ， v    ，
v

E



 
 


 。参考 1.0E Mpa ， 3 31.0 10 /kg m   ，

5%  ， 0.1L m ，  4 2
2 10 s

L




 ，初始条件：  2 2( ,0) 1 /z r A r R   ， 50R  。

取 A=0.5, 1 ,2.5 ,5 ,7.5 ,10 ,12.5 ,15 不同工况计算。 

图 8 显示了随着初始最大振幅的增大引起的第一阶固有频率的变化，注意到

在 A<2.5 范围内，第一阶固有频率为 0.765，这与微小振动方程解析解 0.765 一

致，可见在这一振幅范围内，对固有频率无影响，微小振动方程适用，而振幅进

一步增大则显示出变形效应。 
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图 8 第一阶固有频率随初始振幅变化图 
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图 9 压力、密度修正随初始振幅变化图 

 

分析动量方程右端耦合曲面信息的项：  p H  ，“内压力” p 对 “表面

张力” 起到了修正作用，本事例中 410  ，则压力修正百分比（ /p  ）从小变
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形情形  =1A 时的 0.13% 变动到有限变形情形(A=15)时的 25.59%. 密度的变化

幅值与特征密度相比，从小变形情形时的 0.4% 变动到有限变形情形(A=15)时的

10.63%，如图 9，可见在有限变形情况下，压力的修正、密度的变化不容忽视。 

 

图 10 A=15,r=40 处位移、速度自功率谱 
 

 

图 11 A=15,密度、压力自功率谱 

 

从图 10 中位移、速度信号的自功率谱可见，位移振动和速度振动基频

0 0.73f  ；其谐波形式为：
4

0 03
f p f  ，二者振动形态基本一致。由图 11中 A=15,r=10

处密度、压力自功率谱功率谱所示，密度振动和压力振动基频为 0.73；二者振

动形态相近。另，功率谱显示相关振动有向混沌演化的趋势。 

4 总结 

理论方面，本文概述了几何形态为曲面的连续介质的有限变形理论。此类运

动的主要特征为，在任意时刻连续介质的几何形态均为曲面或者连续介质限制与

某一瞬时曲面。从几何观点，连续介质的几何形态为三维 Euclid 空间中的二维

Riemann 流形，而非二维 Euclid 流形，由此需要区别和联系弯曲流形（空间）同

平坦流形上的场论分析。本文具体研究了固定曲面上流动以及膜运动，获得了相

关控制方程中有关几何同力学之间的耦合关系式。推导并数值实现了固定曲面上

不可压缩流动的涡流函数解法。推导了膜有限变形运动的控制方程；并具体实现

了轴对称膜有限变形振动的数值模拟，初步发现有限变形情形下密度、压力的作
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用及振动特点。就本文相关工作，可进一步研究固定曲面上可压缩流动的数值研

究；轴对称膜有限振幅振动的真实实验。 
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