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题 号 6/(2) 6/(3) 7/(1) 7/(2) 7/(3) 7/(4) 8/(1) 8/(2) 8/(3) 8/(4)

得 分

总 分

Problem 1 (基基基于于于无无无限限限小小小增增增量量量公公公式式式研研研究究究函函函数数数局局局部部部性性性质质质) 对如下极限

lim
x→ 0

∫ x
0 sin t · ln(1 + t)dt− x3

3 + x4

8

(x− sinx)(ex2 − 1)

可基于无限小增量公式及其系统方法，获得：

1. (10%) 分子部分函数，在0点处的5阶展开式

2. (10%) 分母部分函数，在0点处的5阶展开式

答案

1

分子部分：f(x) =
∫ x

0
sin t ln(1 + t)dt

f ′(x) = sin x ln(1 + x)

sinx = x− x3

3!
+

x5

5!
+ o(x6)

1
1− x

= 1 + x + x2 + x3 + x4 + o(x4)

1
1 + x

= 1− x + x2 − x3 + x4 + o(x4)

ln(1 + x) = x− x2

2
+

x3

3
− x4

4
+

x5

5
+ o(x5)

1



故: f ′(x) = (x− x3

3!
+

x5

5!
+ o(x6))(x− x2

2
+

x3

3
− x4

4
+

x5

5
+ o(x5))

= x2 − x3

2
+

x4

6
+ o(x4)

f(x) =
x3

3
− x4

8
+

x5

30
+ o(x5)

分子部分 =
x5

30
+ o(x5)

2

分母部分：(x− sinx)(ex2 − 1)

= [x− (x− x3

3!
+

x5

5!
+ o(x6))](1 + x2 +

x4

2!
+

x6

3!
+ o(x6)− 1)

= (
x3

3!
− x5

5!
+ o(x6))(x2 +

x4

2!
+ o(x5))

=
x5

3!
+ o(x5)

故 原式 =
x5

30 + o(x5)
x5

3! + o(x5)
=

1
5

注：分母部分处理，有

ey = 1 + y +
y2

2!
+

y3

3!
+ o(y3)

故结合复合函数极限定理，有：

ex2
= 1 + x2 +

x4

2!
+

x6

3!
+ o(x6)

其它处理类似。

Problem 2 (基基基于于于导导导数数数性性性质质质定定定性性性获获获得得得函函函数数数全全全局局局性性性质质质) 基于渐近性质、单调性及凹凸性，定性作

出下列函数图像

f(x) = [(x− 2)(x + 1)2]1/3

已知：

f ′(x) =
(x + 1)(x− 1)

[(x− 2)(x + 1)2]2/3
, f”(x) = −2 · x(x + 1)2

[(x− 2)(x + 1)2]5/3

1. (10%) 说明：上述函数以 y = x为斜渐近线，需要分析过程。

2. (10%) 试定性作出函数图像，对于单调及凹凸区间需要列表并在图示中表现。
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答案

1

对于渐近线，考虑： lim
x→∞

f(x)
x

= lim
x→∞

[(x− 2)(x + 1)2]
1
3

x

考虑:
[(x− 2)(x + 1)2]

1
3

x
=

x[(1− 2/x)(1 + 1/x)2]
1
3

x
= [(1− 2/x)(1 + 1/x)2]

1
3

考虑: lim
x→∞

1
x

= 0 结合复合函数极限定理，如有：∃ lim
t→0

f(1
t )

1
t

则有： lim
x→∞

f(x)
x

= lim
t→0

f(1
t )

1
t

故考虑:
f(1

t )
1
t

= [(1− 2t)(1 + t)2]
1
3 = [(1− 2t)(1 + 2t + t2)]

1
3

= [1− 5t2]
1
3 = 1− 5

3
t2 + o(t2) → 1

故 lim
x→∞

f(x)
x

= 1 =: k

另考虑: lim
x→∞(f(x)− k · x) = lim

x→∞(f(x)− x)

同理考虑: f(
1
t
)− 1

t
= [(

1
t
− 2)(

1
t

+ 1)2]
1
3 − 1

t

=
1
t
[(1− 2t)(1 + t)2]

1
3 − 1

t
=

1
t
(1− 5t2)

1
3 − 1

t

=
1
t
[1− 5

3
t2 + o(t2)− 1] = −5

3
t + o(t) → 0

综上有：斜渐近线 y = x as x →∞

已知: f ′(x) =
(x + 1)(x− 1)

[(x− 2)(x + 1)2]
2
3

f ′′(x) = −2
(x + 1)2

[(x− 2)(x + 1)2]
5
3

另有: lim
x→2

f ′(x) = +∞; lim
x→−1+0

f ′(x) = −∞; lim
x→−1−0

f ′(x) = +∞

Problem 3 (利利利用用用导导导数数数运运运算算算简简简化化化常常常微微微分分分方方方程程程) 现需求解以下关于 y(x)的常微分方程：

x2 d2y

dx2
(x) + x

dy

dx
(x) + y(x) = 0

考虑变换自变量的方法，基本思想为：引入x = φ(t)（要求其可逆且反函数导数存在），

故有 ŷ(t) := y(φ(t))， y(x) = ŷ(t(x))，由此可得关于 ŷ(t)的常微分方程。对上述方程，引

入x = φ(t) = et，

1. (10%) 获得关于 ŷ(t)的常微分方程。

2. (10%) 求解关于 ŷ(t)的常微分方程并获得 y(x)的形式。

答案

3



3/1

已有: x2 d2y

dx2
(x) + x

dy

dx
(x) + y(x) = 0

引入: x = φ(t) = et ∈ C∞(R,R+), 即为光滑微分同胚

故有: y(x) = y(φ(t)) = ŷ(t(x)),此处 t(x) = lnx (x > 0)

由此:
dy

dx
(x) =

dŷ

dt
(t) · dt

dx
(x) =

dŷ

dt
(t) · 1

et

故:
d2y

dx2
(x) =

d

dt

(
dŷ
dt (t)
et

)
· dt

dx
(x) =

d

dt

(
dŷ
dt (t)
et

)
· 1

dx
dt (x)

=
1

e2t
(
d2ŷ

dt2
(t)− dŷ

dt
(t))

综上: x
dy

dx
(x) =

dŷ

dt
(t) x2 d2y

dx2
(x) =

d2ŷ

dt2
(t)− dŷ

dt
(t)

d2ŷ

dt2
(t)− dŷ

dt
(t) +

dŷ

dt
(t) + ŷ(t) =

d2ŷ

dt2
(t) + ŷ(t) = 0

3/2

按一般公式，则有： ŷ(t) =c1 cos t + c2 sin t

=c1 cos(ln x) + c2 sin(lnx) = f(x) ∀x > 0

注：本题第二部分仅要求直接利用公式，部分同学对此仍给予了细致分析。

Problem 4 (Cauchy中中中值值值定定定理理理的的的基基基本本本应应应用用用) 可基于Cauchy中值定理，获得无限小增量公式及

带有Lagrange余项的有限增量公式。

1. (10%) 试推导，带有Lagrange余项的朴素形式的有限增量公式。

2. (10%) 试推导，朴素形式的无限小增量公式。

答案
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4

对于朴素形式，即为f ′(x0) = · · · · · · = f (n)(x0) = 0

利用Cauchy中值定理，有：
f(x)− f(x0)

(x− x0)n
=

f(x)− f(x0)
(x− x0)n − (x0 − x0)n

=
f ′(ξ1)

n(ξ1 − x0)n−1

=
1
n
· f ′(ξ1)− f ′(x0)
(ξ1 − x0)n−1 − (x0 − x0)n−1

=
1
n
· f ′′(ξ2)
(n− 1)(ξ2 − x0)n−2

=
1

n(n− 1)
· f ′′(ξ2)
(ξ2 − x0)n−2 − (x0 − x0)n−2

= · · · · · · = 1
n(n− 1) · · · 2 ·

f (n−1)(ξn−1)
(ξn−1 − x0)n−(n−1)

=
1
n!
· f (n−1)(ξn−1)

ξn−1 − x0

4/1

对于有限增量公式，设有f(x) ∈ C[x0, x],∃f (k)(x) ∈ C[x0, x) k = 1, · · · , n− 1

以及∃f (n)(x) ∈ R ∀x ∈ (x0, x)

则基于上述公共数学结构，有：
f(x)− f(x0)

(x− x0)n
=

1
n!
· f (n−1)(ξn−1)

ξn−1 − x0
=

1
n!
· f (n−1)(ξn−1)− f (n−1)(x0)

(ξn−1 − x0)− (x0 − x0)

=
1
n!
· f (n)(ξn)

1
=

1
n!
· f (n)(ξn)

故有f(x) = f(x0) +
f (n)(x0 + θ(x− x0))

n!
· (x− x0)n 此处θ ∈ (0, 1)

此处处理无极限过程。

4/2

对于无限小增量公式f(x)在x0点具有直到n阶导数

故∃Bλ(x0),其上存在f (k)(x), k = 1, · · ·n− 1

则基于上述公共数学结构，有：
f(x)− f(x0)

(x− x0)n
=

1
n!
· f (n−1)(ξn−1(x))

ξn−1(x)− x0
=

1
n!
· f (n−1)(ξn−1(x))− f (n−1)(x0)

ξn−1(x)− x0

此处x0 < ξn−1(x) < x 故按极限夹逼性，有： lim
x→x0+0

ξn−1(x) = x0

由于∃f (n)(x0) = lim
x→x0

f (n−1)(x)− f (n−1)(x0)
x− x0

∈ R

∃ lim
x→x0+

ξn−1(x) = x0且满足非接触性条件，按复合函数极限定理

则有 lim
x→x0+

f (n−1)(ξn−1(x))− f (n−1)(x0)
ξn−1(x)− x0

= f (n)(x0)

综上有 lim
x→x0+

f(x)− f(x0)
(x− x0)n

= f (n)(x0) = 0即f(x) = f(x0) + o((x− x0)n)

注：上述 ξn−1(x)中的n是确定的自然数，有少数同学误对n取极限。
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Problem 5 (不不不定定定积积积分分分基基基本本本运运运算算算) (10%)试计算以下不定积分：
∫ √

x2 + a2 dx

注：可考虑先进行分部积分；如涉及第二类换元法则需指明微分同胚等。

答案

5
∫ √

x2 + a2dx = x
√

x2 + a2 −
∫

xd
√

x2 + a2 = x
√

x2 + a2 −
∫

x
x√

x2 + a2
dx

= x
√

x2 + a2 −
∫

x2 − a2 + a2

√
x2 + a2

dx = x
√

x2 + a2 −
∫ √

x2 + a2dx + a2

∫
dx√

x2 + a2

2I = x
√

x2 + a2 + a2

∫
dx√

x2 + a2∫
dx√

x2 + a2
令x(θ) = a tan θ θ ∈ (−π

2
,
π

2
)(设a > 0)

ẋ(θ) = a sec2(θ) > 0 ∀θ ∈ (−π

2
,
π

2
)

故x(θ) ∈ C1((−π

2
,
π

2
),R)

故

∫
dx√

x2 + a2
=

∫
a sec2 θdθ

a sec θ
=

∫
dθ

cos θ
=

∫
cos θdθ

cos2 θ
=

∫
d sin θ

(1− sin2 θ)∫
d sin θ

(1 + sin θ)(1− sin θ)
=

1
2

∫
(

1
1 + sin θ

+
1

1− sin θ
)d sin θ =

1
2

ln
1 + sin θ

1− sin θ
+ C

=
1
2

ln
1 + x√

x2+a2

1− x√
x2+a2

+ C =
1
2

ln
√

x2 + a2 + x√
x2 + a2 − x

+ C

=
1
2

ln
(x +

√
x2 + a2)2

a2
+ C = ln(x +

√
x2 + a2) + C

综上I =
1
2
x
√

x2 + a2 +
a2

2
ln(x +

√
x2 + a2) + C

Problem 6 (Riemann积积积分分分基基基本本本分分分析析析性性性质质质)

已有 f(x) ∈ R[a, b]，现有

g(x) ,





ci x = xi ∈ [a, b] (i ∈ N)

f(x) x ∈ [a, b]− {xi}+∞
i=1

此处， {xi}+∞
i=1 ⊂ [a, b]。

1. (10%) 证明：如有xi → x0 ∈ R，则有：x0 ∈ [a, b]。

2. (10%) 证明：如有 {xi}+∞
i=1 收敛且 {ci}+∞

i=1 有界，则有： g(x) ∈ R[a, b] 且
∫ b
a f(x)dx =

∫ b
a g(x)。

6



3. (10%) 如果有 [a, b]上有限实函数h(x)在 [a, b]上仅有有限个第一类间断点（即间断点

左右单侧极限存在但不相等）而其余点连续，则其 [a, b]上Riemann可积，且仍可基

于Newton-Leibnize公式计算其积分，试叙述相关处理。

答案

6.1

xi → x0 as n → +∞ 由于a 6 xi 6 b

利用数列极限的保号性有x0 ∈ [a, b]

6.2

现有{xi}+∞
i=1收敛且{ci}+∞

i=1有界

估计|σ(g, P, ξ)−
∫ b

a
f(x)dx| 6 |σ(g, P, ξ)− σ(f, P, ξ)|+ |σ(f, P, ξ)−

∫ b

a
f(x)dx|

由于|σ(f, P, ξ)−
∫ b

a
f(x)dx| → 0 as |P | → 0 故以下估计|σ(g, P, ξ)− σ(f, P, ξ)|

= |
N∑

i=1

(g(ξi)− f(ξi))4 xi| 6
N∑

i=1

|g(ξi)− f(ξi)| 4 xi =
∑

[xi−1,xi]∩{xj}+∞j=1 6=∅
|g(ξi)− f(ξi)| 4 xi

由于xi → x0 ∈ [a, b] as i → +∞

故∀ε > 0,∃Nε ∈ N有xn ∈ Bε(x0),∀n > Nε

RHS 6
∑

[xi−1,xi]∩{xj}Nε−1
j=1 6=∅

|g(ξi)− f(ξi)| 4 xi +
∑

[xi−1,xi]∩{xj}j>Nε 6=∅
|g(ξi)− f(ξi)| 4 xi

6 M · 2(Nε − 1)|P |+ M(2ε + 2|P |)

= M · 2Nε|P |+ M · 2ε < 3Mε ∀|P | < ε

2Nε
=: δε

此处M = 2 max{sup
[a,b]

|f(x)|, sup
i∈N

{|ci|}} ∈ R+

综上有 lim
|P |→0

σ(g, P, ξ) =
∫ b

a
f(x)dx
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6.3

现h(x)在[a, b]上分段连续，不妨设h(x) ∈ C[a, ξ), h(x) ∈ C(ξ, b]

作：ĥ(x) ,





h(x), x ∈ [a, ξ)

limx→ξ− h(x), x = ξ

则有





ĥ(x) ∈ C[a, ξ]

ĥ(x) ∈ R[a, ξ]

且

∫ ξ

a
h(x)dx =

∫ ξ

a
ĥ(x)dx

作h̃(x) ,





h(x), x ∈ (ξ, b]

limx→ξ+ h(x), x = ξ

则有





h̃(x) ∈ C[ξ, b]

h̃(x) ∈ R[ξ, b]

且

∫ b

ξ
h(x)dx =

∫ b

ξ
h̃(x)dx

综上有

∫ b

a
h(x)dx = (

∫ ξ

a
+

∫ b

ξ
)h(x)dx =

∫ ξ

a
ĥ(x)dx +

∫ b

ξ
h̃(x)dx

h(x) ∈ R[a, b]且右方二项可基于Newton− Leibnize公式计算

注：由h(x) ∈ R[a, ξ] ∩R[ξ, b]

证：h(x) ∈ R[a, b]

基于ω(h(x), P[a,b]) = U(h, P[a,b])− L(h, P[a,b])

6 (U(h, P[a,b] ∪ {ξ}) + Ω|P |)− (L(h, P[a,b] ∪ {ξ})− Ω|P |)

= U(h, P[a,b] ∪ {ξ})− L(h, P[a,b] ∪ {ξ}) + 2Ω|P |

< (ε + ε) + 2|Ω||P | as |P | < δε thanks to h(x) ∈ R[a, ξ] ∩R[ξ, b]

< (2 + 2|Ω|)ε as |P | < min{δε, ε}
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x

y

o t
α β

( ) ( )( ),x t y t

t

( )tτ�( ) ( )n t k tτ×
�� ��

Trajectory

Problem 7 (平平平面面面运运运动动动方方方程程程的的的基基基本本本理理理论论论及及及应应应用用用) 一般平面运动的轨迹（Trajectory），如上图

所示，可按以下参数形式表示：

γ(t) : [α, β] 3 t →

 x(t)

y(t)


 ∈ R2

此处参数 t为时间。可得，此运动的加速度在局部自然基 {~τ(t), ~n(t)}下的表达式为：




aτ (t) = dv/dt(t)

an(t) = sgn (ÿẋ− ẍẏ) (t) · κ(t) · v2(t) = sgn (ÿẋ− ẍẏ) (t) · v2(t)/ρ(t)

此处 v(t) ,
√

ẋ2(t) + ẏ2(t)为速率，κ(t) , |ÿẋ− ẍẏ| / (
ẋ2 + ẏ2

)3/2
为曲率， ρ(t) , 1/κ(t)为曲

率半径。

1. (10%) 设 t0时刻， ẏ(t0) 6= 0，则有局部微分同胚 y(t) ∈ C 2( Bλ(t0); y(Bλ(t0)) )。籍此，

试说明： sgn (ÿẋ− ẍẏ)取决于轨迹的局部凹凸性以及运动方向，需给出表达式。

2. (10%) 考虑质量为m的小珠串在一光滑的铁丝上，铁丝在竖直平面内且其形状为抛物

线 y2 = 2px (p > 0)。初始时刻小珠高度为 y = h且初速度为零，试证明小珠下滑过程所

受的约束力为

N(y) = mg ·
[
2p2 h− y

(p2 + y2)3/2
− y

(p2 + y2)1/2

]
n(y)

此处，右式第一项为法向加速度贡献，右式第二项为重力贡献。注：小珠下滑过程的速率

可基于机械能守恒获得。

3. (10%) 试基于无需小增量公式，分析在 y = 0附近约束力的多项式逼近形式。

4. (10%) 试从单调性方面，分析上述法向加速度贡献以及重力贡献的变化规律。

答案

7.1
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ẏ(t0) 6= 0则∃y(t) ∈ C2(Bλ(t0); y(Bλ(t0)))

故x = x(t) = x(t(y)) = x̃(y)

故
dx̃

dy
(y) = ẋ(t) · dt

dy
(t) =

ẋ(t)
ẏ(t)

d2x̃

dy2
(y) =

d

dt
(
ẋ(t)
ẏ(t)

)
dt

dy
(t) =

ẍ(t)ẏ(t)− ẋ(t)ÿ(t)
ẏ2(t)

1
ẏ(t)

故sgn(ÿ(t)ẋ(t)− ẍ(t)ẏ(t)) = −sgn(
d2x̃

dy2
(y)ẏ(t))

7.2

本问题，由于自小珠开始下落，即 t > 0，有ẏ(t) 6= 0，故有：

mg cos θ + N = m
v2

ρ
sgn(−d2x̃

dy2
(y)ẏ(t))

由y2 = 2px 2y
dy

dx
= 2p

dy

dx
(x) = tan θ =

p

y

而
d2x̃

dy2
(y) =

1
p

> 0 ẏ(t) < 0

故有mg
y√

p2 + y2
+ N(y) = m

v2(y)
ρ(y)

按机械能守恒有mgh = mgy +
1
2
mv2(y) v2(y) = 2g(h− y)

另关于曲率半径k(y) = k(t(y))

而k(t) =
|ÿ(t)ẋ(t)− ẍ(t)ẏ(t)|

(ẋ2(t) + ẏ2(t))
3
2

=
|ẏ3(t)||d2ex

dy2 (y)|
(ẏ2(t) + (dex

dy )2(y)ẏ2(t))
3
2

=
|d2ex
dy2 (y)|

(1 + (dex
dy )2(y))

3
2

= k(y)

现x̃(y) =
y2

2p



dex
dy (y) = y

p

d2ex
dy2 (y) = 1

p

k(y) =
1
p

(1 + y2

p2 )
3
2

=
p2

(p2 + y2)
3
2

综上:mg
y√

p2 + y2
+ N(y) = m

2g(h− y)p2

(p2 + y2)
3
2

N(y) = mg[2p2 h− y

(p2 + y2)
3
2

− y

(p2 + y2)
1
2

]

7.3
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由N(y) = mg[2p2 h− y

(p2 + y2)
3
2

− y

(p2 + y2)
1
2

]

= mg[
2
p
(h− y)(1 + (

y

p
)2)−

3
2 − 1

p
y(1 + (

y

p
)2)−

1
2 ]

= mg[
2
p
(h− y)(1− 3

2
(
y

p
)2 + o(y2))− 1

p
y(1− 1

2
(
y

p
)2 + o(y2))]

=
mg

p
[2(h− y)(1− 3

2
(
y

p
)2 + o(y2))− y(1− 1

2
(
y

p
)2 + o(y2))]

=
mg

p
[2h− 2y − 3h

y2

p2
+ o(y2)− y + o(y2)]

=
mg

p
[2h− 3y − 3h

p2
y2 + o(y2)]

在y = 0处N(0) = m
2gh

p
=

mg

p
· 2h

7.4




Nan(y) = 2mgp2 h−y

(p2+y2)
3
2

NG(y) = −mg y

(p2+y2)
1
2

dNG

dy
(y) = −mg

√
p2 + y2 − y y√

p2+y2

(p2 + y2)
= −mg

p2

(p2 + y2)
< 0

故NG(y)的贡献在下落过程中逐渐减小

dNan

dy
(y) = mg · 2p2−(p2 + y2)

3
2 − (h− y)

3
2

√
p2 + y2

(p2 + y2)3

= mg · 2p2−(p2 + y2)− 3
2(h− y)

(p2 + y2)
5
2

= −mg · 2p2 y2 − 3
2y + (p2 + 3

2h)

(p2 + y2)
5
2

考虑4 =
9
4
− 4(p2 +

3
2
h)可决定Nan(y)的单调性，无需作进一步说明。

Problem 8 (定定定积积积分分分应应应用用用理理理论论论) 设R3中的C 1曲线，其一般表达形式为：

γ(t) : [α, β] 3 t →




x(t)

y(t)

z(t)


 ∈ R

3

按折线逼近的思想，我们可获得R3中C 1曲线弧长计算式：

S =
∫ β

α

√
ẋ2(t) + ẏ2(t) + ż2(t) dt

进一步，如已知曲线上任一点的密度为 ρ(x, y, z)，则可研究此曲线的质量。基本思想仍然为：

（1）先在曲线上打分点，由此获得相邻两分点间的微弧长，设想每段微弧长上的项密度为常数

（取微弧长中任意一点处的线密度），由此获得微质量；（2）将每段微弧长对应的微质量求和

得到部分和；（3）对部分和求极限，则得到曲线质量的计算式。具体分析过程，归结如下：
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1. (10%) 证明：微弧长具有如下性质

4Si =
∫ ti

ti−1

√
ẋ2(t) + ẏ2(t) + ż2(t) dt =

√
ẋ2(ηi) + ẏ2(ηi) + ż2(ηi)4ti

此处 ηi ∈ [ti−1, ti]

2. (10%) 证明：当 ρ(t) , ρ(x(t), y(t), z(t)) ∈ R[α, β]，则有

∃ lim
|Pt|→ 0

N∑

i=1

ρ(ξi)4Si =
∫ β

α
ρ(t) ·

√
ẋ2(t) + ẏ2(t) + ż2(t) dt ∈ R

此处， ξi ∈ [ti−1, ti] (i = 1, · · · , N)可为任意选取。

3. (10%) 如果上述分析中，直接以折线替代弧长，则仍有：

∃ lim
|Pt|→ 0

N∑

i=1

ρ(ξi)4Li =
∫ β

α
ρ(t) ·

√
ẋ2(t) + ẏ2(t) + ż2(t) dt ∈ R

此处

4Li =
√

(x(ti)− x(ti−1))2 + (y(ti)− y(ti−1))2 + (z(ti)− z(ti−1))2

ξi ∈ [ti−1, ti] (i = 1, · · · , N)可为任意选取。

4. (10%) R3中柱面 (x− R
2 )2+y2 =

(
R
2

)2
被球面x2+y2+z2 = R2所截出曲线称为V iviani曲

线，其参数表示可选择为：

γ(θ) : [0, 2π] 3 θ →




x(θ)

y(θ)

z(θ)


 ,




R
2 + R

2 cos θ

R
2 sin θ
√

R2 − x2(θ)− y2(θ)


 ∈ R

3

设其密度分布为 ρ(θ) =
√

1 + cos2( θ
2)。试计算此V iviani曲线的质量。

答案

8.1

4 si =
∫ ti

ti−1

√
ẋ2(t) + ẏ2(t) + ż2(t)dt

4si

4ti
=

1
4ti

∫ ti

ti−1

√
ẋ2(t) + ẏ2(t) + ż2(t)dt ∈ [m,M ]

m,M为
√

ẋ2(t) + ẏ2(t) + ż2(t)在[ti−1, ti]上的最值

由介值定理∃ηi ∈ [ti−1, ti]使得
4si

4ti
=

√
ẋ2(ηi) + ẏ2(ηi) + ż2(ηi)

12



8.2

对于以弧长逼近

估计|
N∑

i=1

ρ(ξi)4 si −
∫ β

α
ρ(t)

√
ẋ2(t) + ẏ2(t) + ż2(t)dt|

6 |
N∑

i=1

ρ(ξi)4 si −
N∑

i−1

ρ(ξi)
√

ẋ2(ξi) + ẏ2(ξi) + ż2(ξi)4 ti|

+ |
N∑

i=1

ρ(ξi)
√

ẋ2(ξi) + ẏ2(ξi) + ż2(ξi)4 ti −
∫ β

α
ρ(t)

√
ẋ2(t) + ẏ2(t) + ż2(t)dt|

估计|
N∑

i=1

ρ(ξi)4 si −
N∑

i=1

ρ(ξi)
√

ẋ2(ξi) + ẏ2(ξi) + ż2(ξi)4 ti|

= |
N∑

i=1

(ρ(ξi)
√

ẋ2(ηi) + ẏ2(ηi) + ż2(ηi)4 ti − ρ(ξi)
√

ẋ2(ξi) + ẏ2(ξi) + ż2(ξi))4 ti|

6
N∑

i=1

|ρ(ξi)|(|ẋ(ηi)− ẋ(ξi)|+ |ẏ(ηi)− ẏ(ξi)|+ |ż(ηi)− ż(ξi)|)4 ti

= sup
[α,β]

|ρ(t)|(ω(ẋ(t), Pt) + ω(ẏ(t), Pt) + ω(ż(t), P (t))) → 0 as ẋ(t), ẏ(t), ż(t) ∈ R[a, b]

8.3

对于以折线逼近

|
N∑

i=1

ρ(ξi)4 Li −
∫ β

α
ρ(t)

√
ẋ2(t) + ẏ2(t) + ż2(t)dt|

6 |
N∑

i=1

ρ(ξi)4 Li − σ(f, Pt, ξ)|+ |σ(ρ, Pt, ξ)−
∫ β

α
ρ(t)

√
ẋ2(t) + ẏ2(t) + ż2(t)dt|

此处|
N∑

i=1

ρ(ξi)4 Li − σ(ρ, Pt, ξ)|

= |
N∑

i=1

ρ(ξi)
√

ẋ2(λi) + ẏ2(µi) + ż2(θi)4 ti −
N∑

i=1

ρ(ξi)
√

ẋ2(ξi) + ẏ2(ξi) + ż2(ξi)4 ti|

6
N∑

i=1

|ρ(ξi)|(|ẋ(λi)− ẋ(ξi)|+ |ẏ(µi)− ẏ(ξi)|+ |ż(θi)− ż(ξi)|)4 ti

6 sup
[α,β]

|ρ(t)|(ω(ẋ(t), Pt) + ω(ẏ(t), Pt) + ω(ż(t), Pt)) → 0 as |Pt| → 0 thanks to ẋ(t), ẏ(t), ż(t) ∈ R[α, β]

而|σ(f, Pt, ξ)−
∫ β

α
ρ(t)

√
ẋ2(t) + ẏ2(t) + ż2(t)dt| → 0 as |Pt| → 0
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8.4

γ(θ) : [0, 2π] 3 θ 7→




x(θ)

y(θ)

z(θ)


 ,




R
2 (1 + cos θ)

R
2 sin θ

√
R2 − x2(θ)− y2(θ)


 ∈ R

3

ρ(θ) =

√
1 + cos2(

θ

2
)

由于





x(θ) = R
2 (1 + cos θ) = R cos2 θ

2

y(θ) = R sin θ
2 cos θ

2 θ ∈ [0, π
2 ]

z(θ) =
√

R2 −R2 cos2 θ
2 = R sin θ

2



ẋ(θ) = −R
2 sin θ

ẏ(θ) = R
2 cos θ

ż(θ) = R
2 cos θ

2

m =
∫ 2π

0
ρ(θ)

√
ẋ2(θ) + ẏ2(θ) + ż2(θ)dθ =

∫ 2π

0

√
1 + cos2

θ

2
R

2

√
1 + cos2

θ

2
dθ

=
R

2

∫ 2π

0
(1 + cos2

θ

2
)dθ =

R

2

∫ 2π

0
(1 +

1 + cos θ

2
)dθ =

3
2
πR

注：尽量详细地给出推理和运算步骤，给分上侧重正确的思想和方法

注：本卷共计 200分（每小题记 10分，为便于计分），力求体现微积分基本理论及其应用
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