
第 9章 哥德尔第一不完全性定理

我们现在考察语言 Lar = {0, S,+, ·}并且研究初等数论的标准模型 N = (N, 0, S,+, ·)。
同时具有加法和乘法的模型与前面的普莱斯伯格算术 (N, 0, S,+) 和司寇伦的乘法模型
(N, 0,×)大不相同。我们本章的目标是下列三大定理：塔尔斯基不可定义定理，哥德尔的
第一不完全性定理和丘奇的不可判定性定理。

需要的主要三个步骤为：可表示性，语法的算术化和不动点引理。我们下面分别讨
论。

第 1节 可表示性

9.1.1 罗宾逊算术 Q

粗略地说，研究“可表示性”就是研究什么样的标准自然数上的关系可以用形式语言
Lar 中的公式表示或表达出来。我们的目标是先确定“表示”的精确定义，然后证明所有
递归关系都是在选定的算术系统内“可表示的”。自然，算术系统越强，所能证明的命题
就越多。因此，为了获得最强烈的反差，我们选取一个非常弱的（可以说是最弱的）系统
Q，称为罗宾逊1算术。其它的选择还有 PA−（差不多是 PA除掉归纳法）和 PA；或者为
了编码的方便，也有把指数函数添到语言之中并添加适当的关于指数运算的公理；当然还
可以选择集合论的语言和 ZFC公理或适当的片断。
罗宾逊算术理论 Q的公理有如下 7条:

Q1 ∀x Sx ̸≈ 0。

Q2 ∀x∀y (Sx ≈ Sy → x ≈ y)。

Q3 ∀x (x ̸≈ 0 → ∃y x ≈ Sy)。

Q4 ∀x (x+ 0 ≈ x)。

Q5 ∀x∀y (x+ Sy ≈ S(x+ y))。

1罗宾逊，Raphael Robinson（1911 - 1995），美国数学家。
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第 1节 可表示性 第 9章 哥德尔第一不完全性定理

Q6 ∀x (x · 0 ≈ 0)。

Q7 ∀x∀y (x · Sy ≈ x · y + x)。

显然，标准自然数模型 N是 Q的一个模型。但是 Q还有很多其它模型。

例 9.1. 考察结构M = (N ∪ {∞}, 0, S,+, ·)，其中函数 S、+和 ·为通常的后继、加法和乘
法依照如下方式扩张到新元素∞上：

(1) S(∞) = ∞；

(2) n+∞ = ∞+ n = ∞+∞ = ∞（对所有的 n ∈ N）；

(3) ∞ · 0 = 0 · ∞ = 0并且 n · ∞ = ∞ · n = ∞ ·∞ = ∞（对所有的 n ∈ N且 n ̸= 0）。

则结构M |= Q。（练习）

引理 9.1. (a) Q ̸⊢ ∀x Sx ̸≈ x。

(b) 对每一个标准自然数 n ∈ N，Q ⊢ Sn ̸≈ n，其中 n代表 Sn0。

证明: 根据 S(∞) = ∞在例 9.1中的模型M上成立，我们立刻得到 (a)。

断言 (b)则是通过（外面的）对标准自然数 n ∈ N作归纳而得到的。

当 n = 0时，Q ⊢ S0 ̸≈ 0，这是根据 (Q1)。

假定 Q ⊢ Sn ̸≈ n。则根据 (Q2)的逆否命题，我们立刻有 Q ⊢ S(n + 1) ̸≈ n + 1。

注：引理 9.1虽然很短，但包含的信息对本节的理解是至关重要的。

• 首先它表明了标准和非标准自然数的区别。每一个标准自然数 n ∈ N都在我们的语
言内有一个“名字”，即数码 n。这个数码 n是算术语言中的项 Sn0，它是语言内与
“外面的”自然数 n的对应物。而非标准数则都是“无名鼠辈”，似乎飘忽不定。

• 考察断言 (b)对所有 n ∈ N，Q ⊢ n ̸≈ Sn。注意这里实际上是一族证明，而不是一个
证明。当自然数 n越来越大时，Q对 n ̸≈ Sn的证明也越来越长。而断言 (a)则不然，
它否证的是一个适用于所有数的一致的2证明。

• 最后，请大家注意我们在“外部的”证明（如证明 (b)时可以用归纳法）和系统 Q
内证明（Q中显然没有归纳法）的区别。

我们再看 Q的一些其它的简单事实。在本节中，我们用“⊢”来表达“Q ⊢”；并且将
x ≤ y定义成 ∃z(x+ z ≈ y)。

2这里的一致指的是数学中常用的一致性，即 uniformity，与无矛盾性无关。
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第 9章 哥德尔第一不完全性定理 第 1节 可表示性

引理 9.2. 对所有m,n ∈ N，我们有

(1) ⊢ ∀x(Sx+ n ≈ x+ Sn)。

(2) ⊢ m + n ≈ Sm+n0并且 ⊢ m · n ≈ Sm·n0。

(3) 如果 n ̸= m则 ⊢ n ̸≈ m。

(4) 如果m ≤ n则 ⊢ m ≤ n。

(5) 如果m ̸≤ n则 ⊢ m ̸≤ n。

(6) ⊢ ∀x(x ≤ n ↔ x ≈ 0 ∨ · · · ∨ x ≈ n)。

(7) ⊢ ∀x(x ≤ n ∨ n ≤ x)。

证明: 见习题。

引理 9.2告诉我们一些有关 Q模型的事实，后面我们会用到。令M为任意一个 Q的
模型。

• 由引理 9.2 (2)和 (3)我们有：函数 n 7→ nM 是从标准模型 N到模型M的一个嵌入。
因此，我们可以不失一般性地假设 N ⊆ M。

• 还有 (6)告诉我们：如果 b ∈ N并且 a ≤M b，则 a ∈ N。换句话说，M中所有的新
元素都是缀在 N后面的；表述这种情形的术语为M是 N的一个尾节扩张。

9.1.2 可表示性

令 T 为一个包含 Q的理论。在下面的讨论中，如果不加说明，则可隐含地假定理论
T 为 Q。

定义 9.1. 我们称一个自然数上的 k-元关系 P 为在 T 中数码逐点可表示的 3 或简称为可表
示的，如果存在一个公式 ρ(x⃗)，称为 P 的一个表示公式，使得

(n1, n2, · · · , nk) ∈ P ⇒ T ⊢ ρ(n1, n2, · · · , nk); 并且

(n1, n2, · · · , nk) ̸∈ P ⇒ T ⊢ ¬ρ(n1, n2, · · · , nk)。

例 9.2. (1) 自然数上的等同关系 {(n, n) : n ∈ N}被公式 x ≈ y所表示：显然，m = n蕴
涵 ⊢ m ≈ n，并且根据引理 9.2 (3)，m ̸= n蕴涵 ⊢ m ̸≈ n。

(2) 类似地，引理 9.2 (4)和 (5)告诉我们关系 ≤可以被公式 x ≤ y表示。

3数码逐点可表示的，numeralwise representable；可表示的，representable。
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第 1节 可表示性 第 9章 哥德尔第一不完全性定理

我们看一些可表示性的简单性质：

• 如果 P 是可表示的，则 P 是递归的。

证明: 对给定的自然数组 n⃗，递归地枚举所有 Q （或任何递归的公理系统 T）中
的证明序列，直到 ρ(⃗n) 或 ¬ρ(⃗n) 的证明出现。如果是前者，则 P (n⃗) 成立；后者，
则 P (n⃗)不成立。可表示性告诉我们该证明一定会出现。

• 可表示的关系在布尔运算下是封闭的。

证明: 假设 P 和 Q分别由公式 ρ1和 ρ2表示。则 P ∪Q、P ∩Q和 Nk \ P 分别由公
式 ρ1 ∨ ρ2、ρ1 ∧ ρ2和 ¬ρ1来表示。

• 如果 P 在 Q中被公式 ρ表示，则 P 在 Q的任何相容扩张（例如，PA或 Th (N)）中
都被 ρ表示。

• P 在 Th (N)中被 ρ表示当且仅当 P 在结构 N中被 ρ定义。

证明: 练习。

定理 9.1 (Q的 Σ1-完备性). 对任一 Σ1-闭语句 τ，我们有

N |= τ 当且仅当 Q ⊢ τ。

注：

• 我们称一个 Lar 中的公式为 ∆0 的，如果它只包含有界量词。我们称一个形
如 ∃x1 · · · ∃xn θ 的公式为 Σ1 的，其中 θ 是 ∆0 的。一个 Σ1 公式的否定总是逻辑
等价于一个形如 ∀x1 · · · ∀xnθ的公式，我们称这样的公式是 Π1 的。而如果一个公式
机即等价于一个 Σ1公式又等价于一个 Π1公式，我们就称之为 ∆1的。

• 引理 9.1告诉我们对 Π1-闭语句，如 ∀x(Sx ̸≈ x)，我们则没有这种完备性。

证明: 由于“⇐”立刻可以从 N是 Q的一个模型导出，我们下面证明另一个方向“⇒”。

断言. 对任何 ∆0-闭语句 σ，对任何 Q的模型M，我们有M |= σ当且仅当 N |= σ。

断言的证明. 我们对 σ进行归纳。首先注意：对任何一个闭项 t（即，t中不含自由变元），
我们有 tN = tM。因此断言对任何的原子闭公式成立。不难证明对于不含量词（无论有界
或无界的）的闭语句 τ 断言也成立。

给定任意的形如 (∀x ≤ t)θ(x)的闭公式 σ，其中 t是一个闭项，并假定 N |= (∀x ≤
t)θ(x)。则对所有的 a ≤N tN，都有 N |= θ(a)。移到模型 M 中来讨论，我们有 tM =
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tN ∈ N。由于M是 N的尾节扩张，任何 a ≤M tM 都是属于 N的，所以根据归纳假定，
M |= θ(a)。所以M |= σ。

同理，M |= σ也蕴涵 N |= σ，这就验证了断言。

注意：断言实际上是“∆0-完全性”的模型论表述。换句话说，断言告诉我们，对任
何 ∆0-闭语句 σ，N |= σ 当且仅当 Q ⊢ σ。现在假定 N |= ∃x⃗ σ(x⃗)，其中 σ 为一个 ∆0 公
式。则对某个 a⃗ ∈ Nk，我们有 N |= σ(⃗a)。根据断言，Q ⊢ θ(⃗a)。所以 Q ⊢ ∃x⃗ σ(x⃗)。

下面的引理告诉我们如何处理约束量词。该引理我们以后会常常用到。

引理 9.3. 如果关系 P ⊆ Nk+1 被公式 ρ(x⃗, y) 所表示，则关系 (∃c < b)P (⃗a, c) 和 (∀c <
b)P (⃗a, c)分别被 (∃z < y)ρ(x⃗, z)和 (∀z < y)ρ(x⃗, z)所表示。

证明: 习题。

9.1.3 函数的可表示性

我们的目标是证明每个递归的关系都是可表示的（从而递归关系就是可表示关系）。
由于递归关系是用递归函数来定义的，为此我们自然地想借助递归函数来达到我们的目
标。为此，我们引入一个函数的可表示性概念。

定义 9.2. 我们称一个函数 f : Nk → N为在T 中可表示的，如果存在一个公式φ(x1, · · · , xk, y)使
得对所有的 (n1, · · · , nk) ∈ Nk，我们有

⊢T ∀y[φ(n1, · · · , nk, y) ↔ y = f(n1, · · · , nk)]。

在此情形下，我们也称 φ作为一个函数表示 f。

我们常常把一个函数 f(x)与它的图像 Gf = {(x, y) : x = f(y)}等同起来（为简化讨
论，我们假定 k = 1）。那么公式 φ表示 Gf（作为一个二元关系）与公式 φ表示 f（作
为一个一元函数）有什么不同吗？首先，如果 f(n) = m，则 (n,m) ∈ Gf，我们作为关系
要求 ⊢T φ(n,m)，而作为函数也要求（从右向左方向，当 y = f(n)时） ⊢T φ(n,m)，这
一点双方是一样的。如果 y ̸= f(n) 时，作为关系表示 Gf 的 φ 仅仅能逐点地验证对每
个 m ̸= f(n)的标准自然数 m，⊢T ¬φ(n,m)，而对作为函数表示 f 的 φ，我们要求的更
多，我们要求它能有个相容的对 Π1 语句的证明：⊢T ∀y[y ̸= f(n) → ¬φ(n, y)]。如同前面
引理 9.1所告诉我们的，后者要强得多。

我们举一个具体的例子：令 T = Q。对于零函数 Z(x) = 0的图像 GZ = {(x, 0) : x ∈
N} 来说，它被公式 φ(x, y) :=df y + y ≈ y作为一个关系表示（练习）；但由于 Q不能证
明 ∀y(y + y ≈ y → y ≈ 0)（练习），所以，φ(x, y)并不作为一个函数表示零函数。
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第 1节 可表示性 第 9章 哥德尔第一不完全性定理

从这段讨论我们可以得出，如果公式 φ表示 f（作为一个一元函数），则公式 φ也表
示 Gf（作为一个二元关系）。但反过来则不一定。关于函数可表示性的问题，我们等一下
在推论 9.1 中会有更明确的结论。

引理 9.4. 令 t为语言 Lar中的一个项，其中出现的变元都包含在 x1, x2, · · · , xk当中。则它
诱导出的 k-元函数 ft(n1, n2, · · · , nk) = t(n1, n2, · · · , nk)是可表示的。特别地，后继函数、
常数函数、加法、乘法和投射函数都是可表示的。

证明: 令 φ(x1, x2, · · · , xk, y)为 y ≈ t(x1, x2, · · · , xk)。则对任何的 n1, n2, · · · , nk ∈ N 显然
有

⊢T ∀y [y ≈ t(n1, n2, · · · , nk) ↔ y ≈ ft(n1, n2, · · · , nk)]

因为 ⊢T t(n1, n2, · · · , nk) ≈ ft(n1, n2, · · · , nk) （这可以从引理 9.2，加上对 t 归纳来证
明）。

定理 9.2. 可表示函数构成的类对复合运算封闭，即，假定函数h1(x1, x2, · · · , xn)、h2(x1, x2, · · · , xn)、⋯⋯
、hr(x1, x2, · · · , xn)和函数 g(y1, y2, · · · , yr) 都是可表示的，则复合函数 f = g(h1, h2, · · · , hr)也
是。

证明: 我们用向量符号 x⃗ 表示 (x1, x2, · · · , xn)。固定公式 θi(x⃗, yi)（作为函数）分别表
示 hi(x⃗) (1 ≤ i ≤ r)，和公式 ψ(y1, y2, · · · , yr, z)（作为函数）表示 g(y1, y2, · · · , yr)。对 1 ≤
i ≤ r，m⃗ ∈ Nn 我们有

⊢T ∀yi[θi(m⃗, yi) ↔ yi ≈ hi(m⃗)], (9.1)

并且对 n1, n2, · · · , nr ∈ N，我们有

⊢T ∀z[ψ(n1, n2, · · · , nr, z) ↔ z ≈ g(n1, n2, · · · , nr)]。 (9.2)

令 φ(x⃗, z)为公式

∀y1 · · · ∀yr[(
r∧

i=1

θi(x⃗, yi)) → ψ(y1, · · · , yr, z)]。

我们证明：对任何 m⃗ ∈ Nn，

⊢T ∀z(φ(m⃗, z) ↔ z ≈ f(m⃗))。

先看从右向左的方向，我们要证：⊢T φ(m⃗, f(m⃗))，即

⊢T ∀y1 · · · ∀yr[(
r∧

i=1

θi(m⃗, yi)) → ψ(y1, · · · , yr, f(m⃗))]。
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根据一阶逻辑，我们只要证

r∧
i=1

θi(m⃗, yi) ⊢T ψ(y1, · · · , yr, f(m⃗))。

根据 (9.1)的唯一性方向，我们有

r∧
i=1

θi(m⃗, yi) ⊢T

r∧
i=1

(yi ≈ hi(m⃗)),

再在 (9.2)中，将 ni用 hi(m⃗) 替代，即可得到我们所要证的。

再看从左向右的方向，我们要证：⊢T ∀z(φ(m⃗, z) → z ≈ f(m⃗))。仍根据一阶逻辑，我
们只要证

∀y1 · · · ∀yr[(
r∧

i=1

θi(m⃗, yi)) → ψ(y1, · · · , yr, z)] ⊢T z ≈ f(m⃗)。

根据 (9.1)的从右向左方向，我们有 ⊢T

∧r
i=1 θi(m⃗, hi(m⃗))；再根据假设，就得到 φ(m⃗, z) ⊢T

ψ(h1(m⃗), · · · , hr(m⃗), z)。再根据 (9.2)中唯一性的方向，我们有

φ(m⃗, z) ⊢T z ≈ g(h1(m⃗), · · · , hr(m⃗))。

因此，φ(m⃗, z) ⊢T z ≈ f(m⃗)。

注：

• 我们在证明中给出的公式 φ是 Π1-的（假定其它给定的公式都是 ∆1-的）。我们也可
以用一个 Σ1-公式 ϕ(x⃗, z)来表示 f :

∃y1∃y2 · · · ∃yr[(
r∧

i=1

θi(x⃗, yi)) ∧ ψ(y1, · · · , yr, z)]。

这对关心复杂性的读者也许是有用的。

• 我们给出详细证明的目的之一是说明引进“作为函数表示”这一概念的必要性。注
意在上面的证明中，即使是较为简单的从右向左方向，也用到了唯一性。更进一步，
我们可以举出具体反例说明仅用关系的可表示性是不够的（习题）。

我们下面处理正则极小算子。先证明一个有用的引理：

引理 9.5. 令公式 α(x⃗, y) 表示 (k + 1)-元关系 P ⊆ Nk+1。并假定 N |= ∀a⃗∃b P (⃗a, b)。
定义公式 φ(x⃗, y) 为 α(x⃗, y) ∧ (∀z < y)¬α(x⃗, z)。则公式 φ(x⃗, y) （作为函数）表示函
数 f : a⃗ 7→ µb[P (⃗a, b)]。
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第 1节 可表示性 第 9章 哥德尔第一不完全性定理

证明: 我们只证明唯一性的方向：⊢ φ(⃗a, y) → y ≈ f(⃗a)。
令 b = f (⃗a)。则根据一阶逻辑 b < y ⊢ (∃z < y)α(⃗a, z)。
另一方面，y < b ⊢

∨
n<b y ≈ n，而根据 P 的可表示性 ⊢ ¬α(⃗a, y)。

最后再利用引理 9.2 (7)：对任何 b ∈ N，⊢ ∀y(y ≤ b ∨ b ≤ y)，我们就得到

⊢ φ(⃗a, y) → y ≈ b。

推论 9.1. 如果一个函数 f （的图像）作为关系是可表示的，则 f 作为函数也是可表示的
（但表示它们的公式可能不相同）。

证明: 只需注意到如果 Gf 是函数 f 的图像，则函数 a⃗ 7→ µb[Gf (⃗a, b)]就是 f 自身。

所以对一个函数来说，就可表示性而言，作为关系和作为函数没有什么不同，不同的
只是表达它们的公式而已。

引理 9.5还告诉我们可表示的函数类对正则极小算子是封闭的。为了强调，我们把它
列为定理：

定理 9.3. 假定函数 g(x, y)是可表示的并且 ∀x∃y g(x, y) = 0。则函数 f(x) =df µy g(x, y) =

0也是可表示的。

附带提以下，在哥德尔 1931年的文章中，他只证明了原始递归函数都是可表示的，
而没有考虑正则极小算子和所有的递归函数。我们可以进一步说，哥德尔的可表示的函数
实际上是递归函数的一个等价刻画（见推论 9.2）。

9.1.4 仅用加法和乘法编码

我们已经证明了所有的初始函数都是可表示的，并且可表示函数的类对复合和正则
的极小算子封闭。我们还剩下原始递归有待处理。

回忆一下我们通常（例如在集合论中）是怎样论证原始递归的合理性的。假设函
数 f(x⃗, y) 是通过 g 和 h 由原始递归得到的。我们可以直接写出 f(x⃗, n) = m 的显式定
义：“存在一个有穷序列（的编码） s，它的长度是 n + 1 使得 (s)0 = g(x⃗) 且对所有
的 i < n，(s)i+1 = h(x⃗, i, (s)i)和 (s)n = m”。这里的编码和解码通常是利用指数函数 xy和
素数分解来完成的。但是，指数函数 xy 和 pn本身都是利用原始递归来定义的。论证它们
的可表示性和论证原始递归的可表示性难度是一样的。要想打破这种“鸡生蛋，蛋生鸡”
的怪圈，我们需要一个可表示的编码和解码函数。哥德尔利用了中国剩余定理，巧妙地解
决了这个问题。

我们需要下面关于整数的引理：
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引理 9.6 (欧几里得). 假定 a, b为互素的整数。则存在整数 u 和 v使得 ua+ vb = 1。

通常的证明是利用欧几里得的辗转相除法。我们后面会证明一个在 PA中的版本。这
里我们就不证了。

定理 9.4 (中国剩余定理). 令 d0, · · · , dn 为两两互素的自然数、a0, · · · , an 为满足 ai < di

（0 ≤ i ≤ n）的自然数。则存在自然数 c使得对所有的 i ≤ n，ai是 c
di
的余数。换句话说，

c是下列同余方程组的解：

x ≡d0 a0

x ≡d1 a1
...

x ≡dn an。

证明: 我们对 n 施行归纳。当 n = 0 时是显然的。假定命题对 n = k 成立。我们考
察 n = k + 1 的情形。根据归纳假定，存在自然数 b 使得 对所有 i ≤ k 都有 b ≡di ai。
令 d 为自然数 d0, · · · , dk 的最小公倍数。不难验证，d和 dk+1是互素的。

我们先找到整数 r, s使得 b + rd = sdk+1 + ak+1：由于 d和 dk+1 互素，根据欧几里得
引理，存在整数 u和 v 使得 ud + vdk+1 = 1。将等式两边都乘上 ak+1 − b，再通过简单移
项便可以知道，取 r = (ak+1 − b)u和 s = (b− ak+1)v即可。

令 z = b+ rd = sdk+1 + ak+1。一方面，对 i ≤ k，我们有

z ≡di b+ rd ≡di b ≡di≡di ai。

另一方面，z ≡dk+1
sdk+1 + ak+1 ≡dk+1

ak+1。最后，由于同余方程组的解具有周期 D -
d0, · · · , dk+1的最小公倍数。存在足够大的自然数m使得 c = z +mD是非负整数。c就是
我们所要的。

要想使用中国剩余定理来将有穷序列 (a0, · · · , an)编码，我们需要足够大的两两互素
的自然数 d0, · · · , dn，下面的引理说明怎样找它们。

引理 9.7. 对任意的 s ≥ 0，下列 s+ 1个自然数

1 + 1 · s!, 1 + 2 · s!, · · · , 1 + (s+ 1) · s!

是两两互素的。

证明: 假定某个素数 p 满足 p|1 + (i + 1)s! 且 p|1 + (j + 1)s!。则 p|(j − i)s!。所以，或
者 p|(j − i) 或者 p|s!。无论哪种情形，都有 p|s!，进而 p|1，矛盾。
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引理 9.8. 定义函数 α : N3 → N为

α(c, d, i) =
c

1 + (i+ 1)d
中的余数

= µr [∃q ≤ c(c = q(1 + (i+ 1)d) + r)]。

则 α在 Q中是可表示的。

证明: 因为它是从可表示的关系经有界量词和正则极小算子得到的。

我们在系统外面（即在 N 中）验证对所有的 n, a0, · · · , an，存在 c 和 d 使得对任
意 i ≤ n都有α(c, d, i) = ai；所以α(c, d, i)可以胜任可表示的编码函数。给定 n, a0, . . . , an，
让 s = max{n, a0, · · · , an}、d = s!、di = 1 + (i + 1) · s!、和 c =中国剩余定理中的那个
数 c。显然我们有 α(c, d, i) = ai.

我们利用数对的编码函数来把 c和 d压缩成一个数。

引理 9.9. 令

J(a, b) =
1

2
(a+ b)(a+ b+ 1) + a。

K(p) = µa ≤ p ∃b ≤ p J(a, b) = p。

L(p) = µb ≤ p ∃a ≤ p J(a, b) = p。

则函数 J,K, L在 Q中都是可表示的。

引理 9.10. 定义哥德尔的 β-函数为 β(s, i) = α(K(s), L(s), i)。则 β(s, i)在 Q中是可表示
的。且对任何自然数 n, a0, · · · , an都存在自然数 s使得对任意 i ≤ n都有 β(s, i) = ai。

这两个引理的证明我们都留作练习。

定理 9.5. 可表示函数形成的类对原始递归封闭。

证明: 假设 f 的递归定义为：f(m⃗, 0) = g(m⃗)和 f(m⃗, n) = h(m⃗, n, f(m⃗, n))，其中 g和 h都
是可表示的。则关系

P (m⃗, n, s) := β(s, 0) = g(m⃗) ∧ ∀i < n [β(s, i+ 1) = h(m⃗, n, β(s, i))]

也是可表示的，因为它是可表示关系和函数的复合。直观上看，P (m⃗, n, s) 说的是
“s 是 f 从 i = 0 到 i = n 的计算历史的编码”。令 F (m⃗, n) = µs P (m⃗, n, s)。因
为 N |= ∀m⃗, n∃s P (m⃗, n, s)，根据可表示函数对正则极小算子的封闭性，F 是可表示
的。所以，f(m⃗, n) = β(F (m⃗, n), n)也是可表示的。
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9.1.5 可表示性定理

由于递归函数类是最小的包含初始函数并且对复合，原始递归和正规 µ-算子封闭的
函数类；综合前面的结果，我们立刻得到下列定理：

定理 9.6 (可表示性定理). 所有的递归函数在 Q中都是可表示的。因而，所有的递归关系
在 Q中也都是可表示的。

证明: 习题。

回忆一下，在给出可表示的关系的定义后，我们立刻知道：所有可表示关系都是递归
关系。因此可表示关系就是递归关系。我们把它单列出来，以加深印象：

推论 9.2. 对任何的 k-元关系 R ⊆ Nk 和任何递归且相容的扩张 T ⊇ Q，下列命题等价：

(i) R在 T 中可表示；

(ii) R是一个递归关系。

对于关心定义复杂性的读者，借助递归论的知识，我们有进一步的推论：

推论 9.3. 对任何的 k-元关系 R ⊆ Nk 和任何递归且相容的扩张 T ⊇ Q，下列命题等价：

(i) R在 T 中可表示；

(ii) R在 T 中可被一个 ∆1的公式表示。

证明: 我们只证明“(i)⇒ (ii)”。如果R在T 中是可表示的，则R是递归的。由于R和R的
否定都是递归可枚举的，根据引理 ??，R在结构 N中可以被一个 ∆1 的公式定义。再由
Q的 Σ1-完全性，我们就得到 R可以被一个 ∆1的公式所表示。

第 2节 语法的算术化

回忆一下，我们选择算术语言 Lar 的初衷是讨论自然数的算术性质。例如，闭语句
∀v (1 ̸≈ 2 · v + 21)表达了关于自然数 1和 21的某些性质。表面上看，语言 Lar 不适合讨
论逻辑中的语法性质，例如，“量词符号 ∀不是一个变元符号”这一事实似乎不属于语言
Lar 的讨论范围。

下面我们将论证：在语言 Lar 中我们能够讨论逻辑中的语法，甚至在某种程度上我们
还可以讨论语义。关键的想法是用编码。这一想法是哥德尔在不完全性定理证明中首先使
用的，通常被称为哥德尔编码。与前面简化版本的算术语言不同，一旦语言中同时包含
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加法和乘法，我们可以把各种对象进行编码，然后通过讨论它们的码间接地讨论对象的性
质。我们在递归论部分曾经体验过编码带来的好处，例如，我们把（图灵机或其它）程序
用它的码 e来代表。这样一来，关于程序的命题就转换成关于自然数 e的命题。我们要做
的是把逻辑语法中的对象，如“公式”、“证明”等等都用自然数来编码，从而在语言 Lar

中研究它们的性质。这一过程就是所谓的语法的算术化。

显然，编码的方法不是唯一的，我们的兴趣也不在编码的细节上，除了一点：为了可
表示性的需要，我们所感兴趣的对象（如公式，证明等等）在编码之后应该是自然数的递
归子集。哥德尔编码在 1930年代被视为非常神奇的技巧。但现在由于计算机的普及，把
各种对象数字化已经是司空见惯了。直观上看，我们下面列出的清单中的所有对象（除了
最后一项“可证性”）都是可以用计算机处理的，因而都是递归的。

9.2.1 哥德尔编码

我们首先给每一个逻辑符号指派一个自然数。

符号 ζ ∀ 0 S + · ( ) ¬ → = v0 v1 . . .

哥德尔数 ♯ζ 1 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21 23 . . .

接下来，我们指派给字符串 ξ = ζ0 . . . ζn的哥德尔数为 ⟨♯ζ0, · · · , ♯ζn⟩ = p♯ζ0+1
0 . . . p♯ζn+1

n 。

注：

• 下面我们给项编码时会把项当作有穷序列来处理，因此所有项（和公式）的编码都
是偶数。所以用奇数来代表原始符号有一个小小的好处，我们可以区别作为符号
的 0还是作为项的 0；前者的编码是 3而后者是 23+1 = 16。

• 上述的编码方法也可以推广到更一般的语言，只要语言中的参数集 L是可判定的即
可。

• 我们这一节中的一切都是在标准自然数上完成的，与形式系统无关。因此使用指数
函数等等均不会带来任何问题。

(1) V = {♯α : α是一个变元 }是原始递归的。

由于 V = {n ∈ N : (∃k < n)n = 2k + 21}，所以显然是原始递归的。

注意：我们实际上是在自然数中创造一个逻辑中变元符号的同构像。例如，21 就
是 v0 在这个同构下的像。为了强调逻辑中的对象与其在自然数中的像的联系，我们用
加下划线的方法来增强暗示性，例如，V 中的元素就被称为一个“变元”。现在 ∀v (1 ̸≈
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2v + 21)说的是“∀ 不是一个变元”。这样，通过讨论自然数里的同构像，我们间接地可
以在算术语言 Lar 内讨论逻辑中的语法。

一般地，对于一个逻辑中的对象 O，我们用 O表示 O在自然数中的同构像，即 O =

{♯a : a ∈ O}。
当然，v0 和 ♯v0 都是 21。必要的时候，我们仍会使用符号 ♯。我们用 ♮a表示 ♯a的逆

运算，即，♯ξ = x当且仅当 ♮x = ξ。（对不属于编码值域的自然数 y，我们不关心 ♮y 的
值，可以定义它为任何事先给定的符号。）

(2) 集合 {t : t是一个项}是原始递归的。

证明: 仿照项的递归定义，项具有如下的递归定义：t是一个项，如果

• ∃s < t使得 t = ⟨s⟩且 s是一个变元或者 s = 0；或者

• ∃r, s < t使得 t = ⟨r⟩^s且 r = S且 s是一个项；或者

• ∃q, r, s < t使得 t = ⟨q⟩^r^s且 q = + ∨ q = · 且 r和 s都是项。

所以结论成立。

注意，定义项的哥德尔数通常由两种办法。以 t = SS0为例，一种是 ♯t = ⟨♯S, ♯S, ♯0⟩ 序
列长度为 3；一种是 ♯t = ⟨♯S, ⟨♯S, ♯0⟩⟩序列长度为 2。我们采用的是前者。

类似地，

(3) 集合 {a : a是一个原子公式}是原始递归的。

(4) 集合 {a : a是一个公式}是原始递归的。

(5) 存在一个原始递归函数 Sb使得对任意项或公式 α，对任意变元 x和任意项 t，我们
有：

Sb(♯α, ♯x, ♯t) = ♯αx
t。

证明: 仿照替换的定义

αx
t =



t, 如果 α是变元 x；
Suxt , 如果 α是项 Su；
(u1)

x
t�(u2)

x
t , 如果 α是 u1�u2 其中 �是 +或 ·；

(u1)
x
t ≈ (u2)

x
t , 如果 α是 u1 ≈ u2；

(¬βx
t ) 如果 α = (¬β)；

(βx
t → γxt ) 如果 α = (β → γ)；

∀y βx
t 如果 y ̸= x且 α是 ∀yβ；

α, 其它情形。

我们可以利用强递归来定义 Sb(a, b, c)。具体步骤我们留作习题。
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(6) 函数 f(n) = ♯(Sn0)是原始递归的，因而，集合 {m : m是一个数码}是原始递归的。

证明: f(0) = ⟨0⟩且 f(n+ 1) = ⟨S⟩^f(n)。

(7) 定义自然数上的二元关系“x 在 a 中自由出现”如下：x 是一个变元，a 是一个项
或公式，且 ♮x在 ♮a 中自由出现。（显然，当 ♮a为一个项时，自由出现和出现的意
思是一样的。）则关系“x在 a中自由出现”是原始递归的。

证明: x在 a中自由出现当且仅当 Sb(a, x, ⟨0⟩) ̸= a。

(8) 集合 {a : a是一个闭语句}是原始递归的。

证明: a是一个闭语句当且仅当 a一个公式且对任何 x < a，如果 x是一个变元则 x不
在 a中自由出现。

(9) 定义自然数上的三元关系“t在 a中可以替换 x”，如果 x是一个变元，a是一个公式，
t是一个项，且 ♮t在 ♮a中可以替换 ♮x。则关系“t在 a中可以替换 x”是原始递归
的。

证明: 首先请读者自己给出“a是 ¬b”、“a是 b→ c”和“a是 ∀yb”的定义，并验证它们
可以是原始递归的。

关系“t在 a中可以替换 x”可以递归地定义如下：

• 如果 a是原子公式，则 t在 a中可以替换 x永远成立；

• 如果 a是 ¬b，则 t在 a中可以替换 x 当且仅当 t在 b中可以替换 x；

• 如果 a是 b→ c，则 t在 a中可以替换 x当且仅当 t在 b 和 c中都可以替换 x；

• 如果 a是 ∀yb，则 t在 a中可以替换x当且仅当 y不在 t中自由出现且 t在 b中可以替换x。

(10) 关系“a是 b的一个全称概括”是原始递归的。

证明: 细节留给读者。

(11) 集合 {a : a 是一个（一阶逻辑意义下的）形如 (A1)、(A2)或 (A3)的（命题逻辑）
公理} 是原始递归的。

14



第 9章 哥德尔第一不完全性定理 第 2节 语法的算术化

证明: 我们只验证 (A1)的情形，即，α := ♮a具有 (σ → (τ → σ)) 的形式且 σ和 τ 为素公
式。

注意：一个公式 σ 是素公式当且仅当它的第一个符号不是左括号 (。所以，“s是一
个素公式”是原始递归的。

因此，a是形如 (A1)的公理当且仅当 (∃s, t < a)，s和 t是素公式，且

a = (^s^→^(^t^→^s^)^)。

下面 5条分别对应一阶逻辑的第 2到第 6组公理：

(12) 集合 {a : a是形如 ∀xφ→ φx
t 的公理，其中 t在 φ中可以替换 x}是原始递归的。

证明: （梗概）根据 (9)我们只需原始递归地判断 a具有 ∀xφ→ φx
t 的形式即可。而 a具有

正确的形式当且仅当 (∃x, p, t, b, c < a) [a是 b→ c且 b是 ∀xp且 c = Sb(p, x, t)且 t在 p中
可替换 x]；其中 Sb(p, x, t)是第 (5)条中定义的替换函数。

(13) 集合 {a : a是形如 ∀x(α → β) → ∀xα → ∀xβ 的公理}是原始递归的。

(14) 集合 {a : a是形如 φ→ ∀xφ 的公理，其中 x不在 a中自由出现}是原始递归的。

(15) 集合 {a : a是形如 x ≈ x的公理}是原始递归的。

(16) 集合 {a : a是形如 x ≈ y → φ→ φ′的公理其中 φ是一个原子公式且 φ′ 是将 φ中的
若干个 x替换成 y而得到的 }是原始递归的。

证明: a具有正确的形式当且仅当 (∃x, y, b, c, p, p′ < a) [a是 b→ c、b是 x ≈ y、c是 p→ p′且 x和 y是变元、
p是一个原子公式、lh(p′) = lh(p)、且 ∀j < lh(p)((p)j = (p′)j ∨ ((p)j = x∧ (p′)j = y))]。

总结一下从 (10)到 (16)我们就有：

(17) 集合 {a : a是一个逻辑公理}是原始递归的。

证明: 因为逻辑公理都是 (11)–(16)中公式的全称概括。

(18) 令 T 为一个被集合 X ⊆ T 所公理化的理论。根据公理化的定义，X 必须是可判定
的，即集合 X 是递归的。则谓词“b是一个 T 上的一个证明序列”是递归的。

证明: “b是一个 T 上的一个证明序列”当且仅当 b是一个有穷序列的哥德尔数、b ̸= 1并
且 ∀k < lh(b)[(b)k ∈ X 或 (b)k 是逻辑公理或 (∃i, j < k)(b)i = (b)j → (b)k。
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(19) 令 T 同前。定义谓词 bewT (b, a)为“b是一个 T 上的一个证明序列且 blh(b)−1 = a”。
则 bewT (b, a)是递归的。（“Beweis”是“证明”的德语。）

(20) 令 T 同前。定义谓词 bwbT (a)为 ∃b bewT (b, a)。则 bwbT (a)是递归可枚举的。在一
般情况下是不递归的。（“Beweisbar”是“可证”的德语。）

bewT (b, a)说的是“b是一个T 上对公式 a的一个证明”，而 bwbT (a)说的是“公式 a在T 中
是可证的”。由于我们后面经常会用到它们，我们特别引入这两个新的记号。

第 3节 不动点引理和递归定理

9.3.1 不动点引理

引理 9.11 (不动点引理). 给定一个公式 β(v1)其中只有变元 v1 自由出现，我们可以能行的
找到一个闭语句 σ使得：

Q ⊢ σ ↔ β(S♯σ0)。

直观上看，σ说的是“β 对我成立”。人们经常使用 pσq来表示 Lar 中的项 S♯σ0，即，
♯σ的数码。从而不动点引理的结论可以表达得更有暗示性：Q ⊢ σ ↔ β(pσq)。

证明: 令 θ(v1, v2, v3)表示递归函数

⟨♯α, n⟩ 7→ ♯ α(n)

的一个公式，其中 α为一个仅含一个自由变元的公式。所以

Q ⊢ ∀v3 [θ(pαq, n, v3) ↔ v3 ≈ pα(n)q] (9.3)

[注意：这是我们使用可表示性以及句法算术化的地方。]

考察公式 τ(v1)：

τ(v1) := ∀v3 [θ(v1, v1, v3) → β(v3)]。

令 q为公式 τ(v1)的哥德尔编码。再令闭语句 σ为

σ := ∀v3(θ(q, q, v3) → β(v3))。 (9.4)

注意 σ是在公式 τ(v1)中将唯一的变元 v1用 τ(v1)自己的哥德尔编码 q代入而得到的。
我们验证

Q ⊢ σ ↔ β(pσq)。 (9.5)

16



第 9章 哥德尔第一不完全性定理 第 3节 不动点引理和递归定理

根据 θ的选择，如果我们在 (9.3)式中将 α和 n分别用 τ 和 q = ♯τ 代入，我们就得到

Q ⊢ ∀v3[θ(q, q, v3) ↔ v3 ≈ pσq]。 (9.6)

先看 (9.5)式中从左向右 “⇒”的方向：由 (9.4)式，我们有 σ ⊢ θ(q, q, pσq) → β(pσq)。
根据 (9.6)，Q ⊢ θ(q, q, pσq)。所以 Q ∪ {σ} ⊢ β(pσq)。

再看 (9.5)式中从右向左 “⇐”的方向：根据 (9.6)，β(pσq) → [∀v3(θ(q, q, v3) → β(v3))]，
原因是只有唯一的那样的 v3，也就是 pσq。而方括号中的公式恰恰是 σ，我们就得到了
(9.5)式。

注意：尽管我们把不动点引理写得富有暗示性，但不动点 σ本身可能“什么都没说”，
或者与 β 毫无关系。例如，令 β(v1)为 ∃x(v1 ≈ x + x)（即表达，v1 是一个偶数），则由
于我们的编码保证了任何闭语句的哥德尔数都是偶数，我们可以取不动点 σ 为 0 ≈ 0或
0 ̸≈ S0等等，显然它与变元的奇偶性毫无关系。

这正是哥德尔伟大的地方。说谎者悖论“这句话为假”是真正的循环论证。我们无法
直接定义“这句话”。哥德尔巧妙地利用了哥德尔编码（即利用语法对象的同构像）打破
了这种循环。不动点定理中只是断言存在某个闭语句 σ和某个数码 n 可以使得 σ ↔ β(n)。
这里面没有任何的循环。只不过碰巧，σ的同构像 pσq刚好也可以被选作 n。

9.3.2 克林尼递归定理

在递归论中，克林尼证明了著名的递归定理：

定理 9.7 (克林尼). 令 φ0, φ1, · · · 为所有部分递归函数的能行枚举（见通用函数定理）。对
任何的递归函数 f(x)都存在一个自然数 e，使得 φf(e) = φe。

递归定理也被称为不动点定理，它在递归论中有非常广泛的应用。它的证明并不长，
但需要用到 s-m-n-定理，所以我们略去不讲。递归定理可以看作是哥德尔不动点引理在
递归论中的版本，都与自指示有关。证明也很类似，短但充满神秘。在递归论中，为了帮
助理解，人们给出了一些对递归定理证明的直观解释。大致上说是某种“对角化策略的失
败”。这里，我们借用递归论中的解释来看不动点引理的证明，这种解释对证明的理解和
定理的应用都不重要，我们只希望能减少一点神秘感而已。

让我们能行地列出所有只含有自由变元 v1 公式：φ0(v1), φ1(v1), · · ·。其次，对自
然数 0, 1, 2, · · ·，我们用下表的第 i 行记录所有 Q 是否证明 φi(0)，证明 φi(S0)，证
明 φi(S20)，⋯⋯等等。我们用 √

表示 Q 能证明，× 表示 Q 不能证明。例如，结果可
能是：
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0 1 2 3 · · · q · · ·
φ0(v1)

√ √
× × · · · × · · ·

φ1(v1) ×
√ √

× · · · × · · ·
φ2(v1)

√
× × × · · ·

√
· · ·

...
...

...
...

...
...

...
...

φq(v1)
√

×
√

× · · ·
√

· · ·
...

...
...

...

现考察 Q是否能证“施 β 于对角线上的数码”，即 Q是否能证 β(pφn(n)q)。由于函
数 n 7→ ♯φn(n) 是递归的，β(pφv1(v1)q)逻辑等价于某个公式只含有 v1为自由变元的公式，
比如说φq(v1)。所以它也会出现在我们表中的第 q行，即，对任意的 n，Q ⊢ β(pφn(n)q)当
且仅当 Q ⊢ φq(n)。

0 1 2 3 · · · q · · ·
φ0(v1) β(♯ φ0(0)) · · · · · ·
φ1(v1) β(♯ φ1(1)) · · · · · ·
φ2(v1) β(♯ φ2(2)) · · · · · ·

...
...

...
...

...
...

...
...

φq(v1) · · · β(♯ φq(q)) · · ·
...

...
...

...

特别地，在对角线的位置 q，我们有 Q ⊢ φq(q) ↔ β(pφq(q)q)。所以，令 σ 为 φq(q)，
我们就有 Q ⊢ σ ↔ β(pσq)。

第 4节 不可定义性，不完全性和不可判定性

9.4.1 塔尔斯基定理

定理 9.8 (塔尔斯基不可定义性定理). 集合 ♯Th (N)在结构N中是不可定义的。

证明: 考察任何一个（潜在的 ♯Th (N)的定义）公式 β(v1)。对 ¬β使用不动点引理，我们
就得到一个闭语句 σ使得

Q ⊢ σ ↔ ¬β(pσq)。
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于是
N |= σ ↔ ¬β(pσq)。

所以 N |= σ当且仅当 N ̸|= β(pσq)。这就排除了 β(v1)定义 ♯Th (N)的可能性。

推论 9.4. Th (N)是不是可判定的，即，♯Th (N)不是一个递归集。

9.4.2 ω-相容性与哥德尔第一不完全性定理

我们先给出一个与塔尔斯基定理较接近的不完全性定理的版本。回忆一下，我们说一
个理论是可公理化的时候，隐含地要求其公理集是递归的。

定理 9.9 (哥德尔第一不完全性定理). 如果理论 T ⊆ Th (N)是可公理化的，则 T 是不完全
的。特别地，没有 Th (N)的完全的公理化。

证明: 假定 T ⊆ Th (N)是完全的，则 T = Th (N)。由于任何可公理化的理论 T 都是递归
可枚举的，Th (N)就变得可定义了，事实上被一个 Σ1-公式定义。这与塔尔斯基定理矛
盾。

当然哥德尔定理还有其它版本，最终我们会证明罗瑟的改进版，不仅证明中不需要塔
尔斯基的定理，就连叙述中也没有谈到标准自然数 N，是一个关于纯语法的命题。我们
下面先讲哥德尔本人的版本，其中用到了 ω-相容性的概念。我们的动机一方面是了解历
史，另一方面 ω-相容性本身对我们将来学习（如理解第二不完全性定理）也有帮助。

定义 9.3. 令 T 为语言 Lar 上的一个理论。我们称 T 是ω- 不相容的，如果存在一个公
式 φ(x) 使得 T ⊢ ∃xφ(x) 并且对所有 n ∈ N，都有 T ⊢ ¬φ(n)。我们称 T 是ω-相容的，
如果 T 不是 ω-不相容的，也就是说，如果 T ⊢ ∃xφ(x) 则对某一个 n ∈ N，我们有
T ̸⊢ ¬φ(n)。

我们看几个有关 ω-相容性的简单事实：

• 如果 T 是 ω-相容的，则 T 是相容的。

• ω-相容性的概念涉及了标准自然数 N（或 ω），因此并不是一个“纯语法”的概念，
这一点与相容性很不一样。

• 根据 ω-不相容性的定义，如果 T 是 ω-不相容的，则 N ̸|= T。取逆否命题，我们得
到：如果 N |= T 则 T 是 ω-相容的。因此我们通常讨论的理论，如 Q或 PA，都是
ω-相容的。

• 考察一个包含常数 c的语言，如 Lar ∪ {c}，则理论 PA+ {c ̸= n : n ∈ N}是相容但不
是 ω-相容的。（这里记号 T + T ′表示包含 T 和 T ′的最小的理论。）
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• 后面我们要讲的哥德尔第二不完全性定理会告诉我们：（假定 PA是相容的）在语言
Lar 上，理论 PA + ¬con(PA)是相容但不是 ω-相容的。

下面是哥德尔第一不完全性定理的最初版本。

定理 9.10. 令 T ⊇ Q为一个可（递归）公理化的理论。如果 T 是 ω-相容的，则存在一个
Π1-闭语句 σ使得 T ̸⊢ σ并且 T ̸⊢ ¬σ。

证明: 令 bew(y, x)为 T 中表示递归关系 bewT 的公式，并且定义 bwb(x)为 ∃ybew(y, x)。
再令 σ为公式 ¬bwb(x)的不动点。注意：根据推论 ??，我们可以假定 bew(y, x)是∆1的，
因而 bwb(x)是 Σ1的，再根据不动点引理的证明，可以假定 σ是 Π1 的。我们有：

T ⊢ [σ ↔ ¬bwb(pσq)]。 (∗)

如果 T ⊢ σ，则根据前面练习，T ⊢ bwb(pσq)。再根据 (*)，T ⊢ ¬bwb(pσq)，这
与 T 的相容性矛盾。所以，T ̸⊢ σ。

接下来，根据可表示性定义，我们有对任意的 n ∈ N，T ⊢ ¬bew(n, pσq)。由 T 的 ω-
相容性，T ̸⊢ ∃ybew(y, pσq)，即，T ̸⊢ bwb(pσq)。再次利用 (*)，我们有 T ̸⊢ ¬σ。

9.4.3 罗瑟的改进

在 1936发表的一篇文章中，罗瑟4证明了哥德尔定理最初版本中关于 T 的 ω-相容性
的假设可以减弱成“T 是相容的”。从而完全摆脱了对语义的依赖，第一不完全性定理成
为一个关于纯语法的命题。

定理 9.11 (哥德尔-罗瑟). 令 T ⊇ Q为一个可（递归）公理化的理论。如果 T 是相容的，
则存在一个 Π1-闭语句 σ使得 T ̸⊢ σ并且 T ̸⊢ ¬σ。

在叙述罗瑟的改进之前，让我们再看一下前面证明中用到 ω-相容性的地方，或许对
理解罗瑟的技巧有所帮助。我们从 T ⊢ ¬σ开始。假定 T ⊢ ¬σ，则，一方面可表示性告诉
我们 T ⊢ ∃y1bew(y1, p¬σq)；而另一方面，根据 (*)，我们也有 T ⊢ ∃y2bew(y2, pσq)。假如
N是 T 的一个模型（这是一个比 ω-相容还要强的条件），我们立刻可以从标准的“y1”和
“y2”中解码得到 T ⊢ ¬σ 和 T ⊢ σ。尽管对一般的情形，如 T 是 ω-不相容的时候，我们
无法这样做；但这多少提示我们考虑“y1”和“y2”的关系。

证明: 给定一个相容的理论 T，令 prov(x)（其实为 provT (x)，我们略去下标）为公式

∃y[bew(y, x) ∧ (∀z < y)¬bew(z, ¬̃x)],
4罗瑟，J. Barkley Rosser，美国数学家，逻辑学家。
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其中 ¬̃是原始递归函数 ♯α 7→ ♯(¬α)在 T 中的表示。具体地说，令 θ(x, y)（作为函数）表
示 ♯α 7→ ♯(¬α)，则 bew(z, ¬̃x)就是 ∃y(bew(z, y) ∧ θ(x, y))。注意：当 x为 pαq时，¬̃x就
是 p¬αq。
断言 1. 如果 T ⊢ α则 T ⊢ prov(pαq)。
断言 1的证明. 假定 T ⊢ α，则对某个 n ∈ N，T ⊢ bew(n, pαq)。由 T 的相容性，T ̸⊢ ¬α，
所以对所有的 k ∈ N，T ⊢ ¬bew(k, p¬αq)。所以 T ⊢ (∀z < n)¬bew(z, p¬αq)，因而断
言 1成立。（注意：断言 1对 bew也成立。）
断言 2. 如果 T ⊢ ¬α则 T ⊢ ¬prov(pαq)。
断言 2 的证明. 假定 T ⊢ ¬α，则对某个 m ∈ N，T ⊢ bew(m, p¬αq)。我们通过“比
较 y和m的大小”来证明

∀y[¬bew(y, pαq) ∨ (∃z < y)bew(z, p¬αq)]。

注意：虽然在 Q 中我们无法证明 ∀x∀y(x < y ∨ x ≈ y ∨ y < x)，但对每一个 m ∈ N，
Q ⊢ ∀y(m < y ∨ m ≈ y ∨ y < m)。因为 T ̸⊢ α，所以 T ⊢ ∀y ≤ m¬bew(y, pαq)。另一方面，
T ⊢ y > m → (∃z < y)bew(z, p¬αq)（z = m就是存在的证据）。这就验证了断言 2。（注
意：对 bew，我们无法照搬证明。）

最后，令 σ 为 ¬prov(x)的不动点，即，T ⊢ σ ↔ ¬prov(pσq)。通过与前面类似的分
析，我们可以假定 σ是 Π1的。我们验证 σ是独立于 T 的：

如果 T ⊢ σ，则根据断言 1，T ⊢ prov(pσq)，这与 T 的相容性矛盾。如果 T ⊢ ¬σ，则
根据断言 2，T ⊢ ¬prov(pσq)，这同样地与 T 的相容性矛盾。

注意：断言 2告诉我们 T ⊢ ¬prov(p⊥q)，其中 ⊥是 0 ̸= 0（或其它恒假的公式）。
我们不能用 bwbT 来取代 provT。我们将会把 ¬bwbT (p⊥q)记为 conT，它就是相容性

的“形式化”。哥德尔的第二不完全性定理说的就是 T ̸⊢ conT。

所以，从“T 的”角度看，bwb 和 prov 是很不一样的，但它们的不同在标准自然
数模型 N 中体现不出来。再有，T ⊢ ¬prov(p⊥q) 说的是 T ⊢ ∀y[¬bew(y, p⊥q) ∨ (∃z <
y)bew(z, p⊤q)]，而 T ⊢ ¬bwb(p⊥q)说的是 T ⊢ ∀y¬bew(y, p⊥q)。析取式的后项使前者比
后者弱得多，这也说明了为什么我们不用 ¬prov(p⊥q)来形式化相容性。

9.4.4 强不可判定性

人们也许会问，把那些独立的语句添加到公理集中是否能消除不完全的现象呢？下面
我们证明添加任何公理集，只要是递归的公理集，都无法消除不完全性。注意：要求公理
集是递归的是起码的条件。事实上，我们有下列更强的结论。

定理 9.12 (Q强不可判定性). 任何一个理论 T 如果满足 T ∪ Q是相容的，则 T 不是递归
的。
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注意我们的背景语言是算术语言 Lar，因此在逻辑公理中就包括含有加法和乘法的语
句。所以像普莱斯伯格算术的可判定性与本定理并无矛盾。

证明: 令 T ′ = T + Q。假如 T 是递归的，则 T ′也是：因为对任一句子 α，α属于 T ′当且
仅当 (Q1 ∧Q2 ∧ · · · ∧Q7) → α属于 T。（这里我们看出 T 的有穷性给我们带来的方便。）
根据可表示性定理，存在某个公式 β(v)在 Q中表示递归集 T ′。

对 ¬β(v)使用不动点引理，我们得到一个闭语句 σ使得

Q ⊢ σ ↔ ¬β(pσq)。

直观上说，σ说“我不属于 T ′”。

假如 σ ̸∈ T ′，则根据可表示性，Q ⊢ ¬β(pσq)。因为 σ 是 ¬β(v)的不动点，Q ⊢ σ。
所以 σ ∈ T ′，因为任何理论对推导都是封闭的。这一矛盾表明 σ ∈ T ′。但是，如果
σ ∈ T ′，则也由可表示性，我们得到 Q ⊢ β(pσq)。同样，因为 σ 是不动点，Q ⊢ ¬σ。所
以，¬σ ∈ T ′。这与 T ∪ Q的相容性矛盾。

所以，T 不是递归的。

推论 9.5 (丘奇). 固定语言 Lar。一阶逻辑的普遍有效性是不可判定的；即，集合 {♯σ : ⊢ σ}
不是一个递归集。

注意：该集合是递归可枚举的。
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第 10章 哥德尔第二不完全性定理

这一章的内容是证明哥德尔第二不完全性定理。它与哥德尔第一不完全性定理的证
明有类似之处。据说冯诺依曼知道了哥德尔第一不完全性定理之后，立刻意识到同样的思
路可以证明更强的第二不完全性定理，但哥德尔在 1931的文章中已经叙述了这一点。但
是我们会看到并不是所有人都是冯诺依曼。即便在第一不完全性定理的基础上，想证明
哥德尔第二不完全性定理还是不容易的。当然有可能直接证明哥德尔第二不完全性定理，
而把第一不完全性定理当作推论。我们分开证明的动机仍然是分散难点，并且必要的反复
可以加深我们的理解。

哥德尔第二不完全性定理的一种通俗表达如下：如果一个足够强的可公理化的理论
T，例如 PA，是相容的，则它的相容性在 T 中不可证。这样的通俗表达足以用来解释为
什么希尔伯特纲领不能按照原封不动的设想实现。

让我们看得稍微仔细一点。结论中的短语“它的相容性”是语言 Lar 中的一个闭语
句 conT，我们马上会严格定义它。而另一方面，前提中的“相容”以及结论中的“可证”
都是在“外面”看的，是在元数学中的；换句话说，前提中的“相容”说的是没有从 T 到
矛盾式 0 = 1的“标准”证明。这样的通俗表达和说我们可以把 conT 当作不完全性的例
证差不了多少。

我们下面将要证明的哥德尔第二不完全性定理比上面的通俗表达要强得多。它断言
上述表达的一个形式化表述可以在 T 内得到证明，即，

⊢T conT → ¬bwbT (conT )。

注意这里前提里的“相容”以及结论中的“可证”都和通俗表达不同，它们已经被分别形
式化到语言 Lar 中，变成了 conT 和 bwbT；而且整个证明还要在 T 内完成：这里要求的
是 ⊢T，而在通俗表达中则没有任何限制。

对于初学者来说，最大的困难在于如何区分所谓“外面”和“里面”，即，区分哪些
是元数学中的，哪些是“形式化在系统内”的。我们下面会针对这个困难多做些解释。粗
略地说，一个断言在“外面”成立是指它在标准模型中成立，而在“里面”则要它在所有
的 T 模型中都成立。

这方面的参考书有：G. Boolos的《The Logic of Provability》前 3 章和W.Rautenberg的
《A Concise Introduction to Mathematical Logic》。
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第 1节 可证性条件

我们首先引入三个可证性条件，它们是由希尔伯特和贝尔纳斯，之后还有勒布从哥德
尔的证明中提炼出来的。然后证明 PA满足这三个可证性条件。最后从可证性条件我们很
容易推导出哥德尔第二不完全性定理。

固定一个数论语言上的理论 T，由于我们主要的兴趣是 PA，我们把 PA视作 T 的典
型例子（我们在多数时候甚至可以把 T 就看作是 PA，虽然 PA的一个片断如 PA−+IΣ1已
经足以证明哥德尔第二不完全性定理），特别地，我们总是假定 T 是可以递归公理化的，
并且总有 Q ⊆ T。我们先引进一个新的符号 �Tα。

由于 T 是可以递归公理化的，前面讲过，自然数上的关系 bewT (y, x) 是递归的，
我们也有 Lar 中的公式 bewT(y, x) 使得 bewT(y, x) Q 中表示 bewT (y, x)。令 bwbT(x) 为
∃ybewT(y, x)，我们把它简记为 �T(x)。对于任意的 Lar 中的公式 α，我们用 �Tα 来记
bwbT(pαq)。注意，�T(x)是一个含有唯一自由变元 x的公式，而 �Tα则总是一个闭语
句，就连当 α中有自由变元时也是这样。

对一个理论 T，T 的三个可证性条件如下：令 σ和 τ 为 Lar 中的闭语句。

(D1) 如果 ⊢T σ，则 ⊢T �Tσ。

(D2) ⊢T �T(σ → τ) → �Tσ → �Tτ。

(D3) ⊢T �Tσ → �T�Tσ。

引理 10.1. 假定 T 满足 (D1)和 (D2)，则它也满足下面的 (D0)：

(D0) 如果 σ ⊢T τ 则 �Tσ ⊢T �Tτ。

Proof. 假设 σ ⊢T τ。根据演绎定理，我们有 ⊢T σ → τ。由 (D1)，⊢T �T(σ → τ)；再由
(D2)，⊢T �Tσ → �Tτ。所以结论成立。

推论 10.1. 如果 ⊢T σ ↔ τ 则 ⊢T �Tσ ↔ �Tτ。

定义 conT 为闭语句 ¬�T(p0 ̸≈ 0q)。推论 10.1告诉我们定义中选择 0 ̸≈ 0是非本质
的，我们可以选取任何的自相矛盾的闭语句来代替它。注意：这并不意味着我们可以随便
地定义 conT，例如我们前面已经指出不能用罗瑟的 provT 来代替 bwbT。

引理 10.2. 可证性条件 (D1)对任何 Q的扩张 T 都成立，即，如果 ⊢T σ，则 ⊢T �Tσ。

证明: 假定 ⊢T σ。令 n为 σ的某个证明序列的编码。我们有N |= bewT(n, pσq)。由 Σ1-完
全性，我们有 ⊢Q bewT(n, pσq)，所以 ⊢Q bwbT(pσq)。所以，⊢T �Tσ。
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注意：可证性条件 (D1)对理论 T 的要求不高，T 甚至可以弱到 Q。在本节的剩余部
分，我们做一些零星的注释，以期加深我们对 (D1)和一般的“形式化”概念的理解。

首先 (D1)并不蕴涵 ⊢T σ → �Tσ。事实上，后者不一定成立。例如，令 T 为 Q并
且 σ为 ∀x(Sx ̸≈ x)。则 ̸⊢T σ → �Tσ，原因是 N ̸|= σ → �Tσ。

人们常常把 �Tσ 称为 ⊢T σ 在 T 中的形式化版本。注意：�Tσ 本身只是一个语
言 Lar 上的闭语句，即一个字符串；而 ⊢T σ则是“元数学”或系统“外面”的一个命题，
说明 σ是 T 的一个内定理。

那么 ⊢T σ 和 ⊢T �Tσ 到底有哪些区别和联系呢？(D1)告诉我们前者蕴涵后者，即，
如果 σ是 T 的一个内定理，则 �Tσ也是。反过来对不对呢？这需要更细微的考察。

如果 T 是 ω-相容的（例如，T = Q或者 PA），则 (D1)的逆命题也成立。证明我们留
作练习。因此，要想把这两者区分开，即论证 (D1)的逆命题不成立，我们必须利用 ω-不
相容的理论。假定 PA是相容的，令 T = PA + ¬conPA。哥德尔的第二不完全性定理将会
告诉我们 T 是相容的但不是 ω-相容的。因为 ¬conPA ∈ T，我们有 T ⊢ �T(p0 ̸≈ 0q)（这
里我们跳过了一步，后面会详细讨论。）但是，T 的相容性告诉我们 T ̸⊢ 0 ̸≈ 0。

上面的例子说明，有些“系统内的”或者说“形式化后”的证明不能够移到“系统
外面”来。那么系统内的证明到底是什么呢？让我们利用非标准模型来做一些（不太
严格的）说明，这对我们理解下一节的内容也帮助。固定一个理论 T （不妨想象它就
是 PA + ¬conPA，但这一点不重要）。假定M是 T 的一个非标准模型。对于任何的“形式
化后”的概念，M都会有它自己的版本。比如，标准自然数上“偶数”的概念，形式化
在 Lar 中，就是公式 ∃y(x ≈ y + y)，因此，在M中所有满足这一公式的元素在M中都
被视为偶数，我们称它们为“M-偶数”。这些M-偶数除了标准的偶数之外，还有非标准
的偶数。类似地，M中也有M-素数的概念。同样地，自然数上我们有“合式公式的哥德
尔数”（简称“公式”）的概念，经形式化后，M 中也就有M-公式的概念。但这些M-公
式“从外面看”可能是无穷长的，但从M内部看，它们的长度是某个（非标准）数，因
此是M-有穷长的。“公理”的概念也是。甚至 T 也被它自己的递归定义所形式化，M-中
看到的 T 可能包括非标准的公式。“证明”这个概念也一样，外面的“n是m的证明的哥
德尔数”形式化为 ∆1-公式 bewT(y, x)，M-中的一个证明（的编码）y 完全有可能是非标
准的。因此我们自然不能把这样的M-证明与标准的证明同等看待。

第 2节 第二可证性条件 (D2)的证明

与 (D1)不同，(D2)的证明需要比 Q更强的理论。先简单分析一下：条件 (D2)是“如
果 T ⊢ σ → τ 并且 T ⊢ σ，则 T ⊢ τ”的形式化。未形式化的断言是很容易证明的：假
定 u⃗ 和 v⃗ 分别是 σ → τ 和 σ 的证明序列，只需要把它们串在一起再缀上 ⟨τ⟩，便得到
了 τ 的一个证明序列 u⃗^v⃗^⟨τ⟩。
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对 (D2)的证明思路也是一样，假定 �T(σ → τ)且 �Tσ。直观上说，对 σ → τ 和 σ，
我们分别有它们“形式化的证明序列”（的编码）u和 v。通过“形式化的串接运算”我们
得到 u^v^⟨pτq⟩，它就是 τ 的一个“形式化的证明序列”。或者，我们也可以向上节末尾
那样用非标准模型来解释。令M为 T 的任何一个模型（可以是非标准的）。M内部就分
别有对 σ → τ 和 σ 的“M-证明”u和 v；因此通过“M-串接”运算，可以得到一个新的
“M-证明” u^v^⟨pτq⟩。

所以我们要做的就是把像串接这样的运算形式化在 PA中（即用一个 Lar 中的公式定
义它），或者等价地说，把串接运算推广到每一个 PA的非标准模型当中；并且还要证明
在推广后仍然具有我们所需要的串接函数的性质，即，我们需要用 PA去证明这些性质。
这样的工作多半都是直接的验证，不难但很繁。唯一需要特别注意的是“有穷序列”

这一概念，它的形式化是需要一番努力的。因为有些M-有穷的集合从外面看可能像是无
穷的。具体的难点我们在形式化中国剩余定理时会仔细谈。

10.2.1 利用定义新的符号来扩张语言

在数论语言 Lar 中的函数符号只有 S、+和 ×，语言 Lar 中包含自由变元 x的项只能
是关于 x的多项式。因此，PA 可以“直接”讨论的函数是很受局限的。然而，通过利用
公式，PA可以定义新的函数和关系，并引进相应的新的函数和谓词符号来扩充语言，从
而使我们摆脱语言 Lar 带来的局限。

在数学中，使用定义的符号是很常见的。例如，在集合论中，我们定义 x ⊆
y 为 ∀z(z ∈ x → z ∈ y)，并把 ⊆ 当作我们语言的一部分来使用。从我们在本节开始
的讨论中也可以看出，我们在形式化好了“有穷序列”的概念后，会把它当作我们语言中
的一部分，用来进一步定义诸如证明序列等概念；尤其是我们会对包含这些新引入符号的
公式做归纳。我们用本小节来论证这样做的合理性。

由于所有的结论都很自然，我们略去所有的证明。而且我们只讨论一个特殊的情形，
即直接在 PA中只添加一个新的函数（或谓词）符号。最一般的情形是：我们已经作了有
穷多次的添加，得到语言 L′ 和理论 PA(L′)，我们在它们的基础上再添加有穷多个函数和
谓词符号。

令 φ(x⃗, y)为一个语言 Lar 上的公式且 PA ⊢ ∀x⃗∃!yφ(x⃗, y)，即，

PA ⊢ ∀x⃗∃y(φ(x⃗, y) ∧ ∀z(φ(x⃗, z) → y ≈ z))。

我们把语言 Lar 扩张成 L′ = Lar ∪ {f}其中 f 是一个新的函数符号，并添入新的公理：
∀x⃗φ(x⃗, f(x⃗))。直观上看，f(x⃗)就是唯一满足 φ(x⃗, y)的那个 y。类似地，令 φ(x⃗)为一个
语言 Lar 上的公式，我们也可以引入一个新的谓词符号 R 和新公理 ∀x⃗(φ(x⃗) ↔ R(x⃗))。
由于对谓词的处理比对函数处理简单，我们下面只处理函数符号。对每一个 L′ 上的公
式 θ(v⃗)，在语言 Lar 中都有一个自然的翻译 θ∗(v⃗)。例如，当 θ 为 ψ(f(x⃗), z) 时，θ∗ 就
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是 ∃y(φ(x⃗, y) ∧ ψ(y, z))，此外，由于 PA 证明 y 的唯一性，θ∗ 也等价于 ∀y(φ(x⃗, y) →
ψ(y, z))。翻译 θ 7→ θ∗的严格定义可以通过对公式 θ 递归来完成（练习）。

引理 10.3. 给定 φ如前。令M为一个语言 L′ 的结构使得M |= ∀x⃗φ(x⃗, f(x⃗))，且M满足
原本语言 Lar 上的 PA。则对所有的 L′上的公式 θ(v⃗)和所有 a⃗ ∈ |M|k，

M |= θ[⃗a] 当且仅当 M |= θ∗ [⃗a]。

定理 10.1. 给定 L′和M如前。则对所有 L′ 上的公式 θ，M都满足对 θ的归纳公理 Iθ。

推论 10.2. 给定 L′ 如前。对每一个 L′ 上的公式 θ，我们都在 PA 中添入一条新的归纳公
理 Iθ。令 PA(L′)为如此扩充后的公理系统。则 PA(L′)是 PA的一个保守扩张，即，对每
一个 Lar 上的闭语句 σ，

PA(L′) ⊢ σ 当且仅当 PA ⊢ σ。

以上是利用定义引入新的符号的一般讨论。在哥德尔定理的证明中，我们更关心的
是 Σ1水平以下的定义。特别地，我们把由 Σ1公式引入的函数和 ∆1公式引入的谓词称为
可证递归的。

定义 10.1. 我们称一个函数 f 在 T 中是可证递归的，如果存在一个 Σ1-公式 φ(x⃗, y)使得

T ⊢ ∀x⃗∀y [φ(x⃗, y) ↔ y = f(x⃗)]。

我们称一个谓词（或关系） R在 T 中是可证递归的，如果存在 Σ1-公式 φ(x⃗)和 ψ(x⃗) 使
得

T ⊢ ∀x⃗ [R(x⃗) ↔ φ(x⃗) ↔ ¬ψ(x⃗)]。

换句话说，T 证明 R是 ∆1的。

注意：这里的 f 是一个符号，或者是一个 Σ1 公式，把它称为“函数”是不太严格的
（因为它没有确定的定义域）。我们可以把它理解成由同一个模式定义出来的一族函数，当
落实到每个 PA的模型M中的时候，fM都是M上的“递归（全）函数”。也有教科书把
它放在标准模型的语境下来描述。考虑标准模型 N上的所有部分递归函数 φe(x⃗)，它们都
是 Σ1 可定义的。其中 PA可以证明是全函数的 φe(x⃗)就是可证递归的。例如，所有原始
递归函数都是可证递归的。所以，（标准模型上的）可证递归函数类是递归（全）函数的
一个子类。可以进一步证明它是一个真子类（见习题），后面提到的古德斯坦定理会诱导
出一个递归但不可证递归的自然例子。

在引入了新的符号之后，原本复杂的公式很可能表面看上去变得简单了。但对于可证
递归函数和谓词，我们可以控制住它们的复杂性。

引理 10.4. 令 L′ = Lar ∪ {f,R}其中 f 和 R分别是可证递归的函数和谓词。令 PA(L′)如
前。则任何 PA(L′)中的可证递归函数和谓词都是 PA中可证递归的。
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可证递归函数和关系还有一个好处是它们对所有的 PA模型是“绝对的”，即，

引理 10.5. 令 f为一个在PA中可证递归的函数。令N和M为PA的两个模型且M是N的
尾节扩张。则对所有的 a⃗, b ∈ N，fN(⃗a) = b当且仅当 fM(⃗a) = b。类似的结果对可证递归
关系也成立。

证明: （梗概）令 φ为定义 f 的 Σ1 公式。首先，用类似于 Q的 Σ1 完全性的证明，我们
可以得到任何 ∆0公式对 N和M 是绝对的。

如果 fN(⃗a) = b则 N |= φ[⃗a, b]。所以，M |= φ[⃗a, b]（这是因为 φ是 Σ1 的，在 N中
的 Σ1事实的证据自然也出现在M）。

另一方面，如果 fN(⃗a) ̸= b则存在 b′ ∈ N 满足 b′ ̸= b且 N |= φ[⃗a, b′]。根据上面的论
证，M |= φ[⃗a, b′]。所以 fM(⃗a) ̸= b。

10.2.2 PA的基本推论

我们下面将在 PA中推导出若干命题，尤其是要叙述和证明中国剩余定理，和将有穷
序列的概念形式化。在这一节中，符号 ⊢代表 PA ⊢，“可证递归”代表“在 PA中可证递
归”。

我们不打算从最基本的事实验证起，因为过多的枝叶会遮住我们要讲的主干。因此我
们假定已经验证了下面的事实：

• PA可以证明所有通常用的关于加法和乘法，以及线序 ≤的定律和性质。

• PA可以证明强归纳原理和最小数原理。（练习）

引理 10.6. 下列关系和函数是可证递归的：

(a) 整除关系 d|x，（其定义为 ∃q ≤ x (q · d ≈ x)）；

(b) 余数函数 rem(x, d) = r，（其定义为 [r < d ∧ ∃q(x ≈ q · d+ r)] ∨ (d ≈ 0 ∧ r ≈ 0)）；

(c) “p是一个素数”prime(p)，（其定义为 p ̸≈ 1 ∧ ∀d(d|p→ (d ≈ 1 ∨ d ≈ p))）；

(d) 互素关系 coprime(a, b)（其定义为 ∀d(d|a ∧ d|b→ d ≈ 1)）。

证明: 同前面递归论中的讨论相似，只需注意所有的量词都可以被替换成某个有界量
词。

因此，我们就把上面这些我们熟悉的关系和函数“形式化”在 PA当中了。或者用
模型论的语言，对每一个 PA的模型M，M都有类似的关系和函数。例如，在M中就
有M-素数。自然地，我们很容易验证，这些形式化了的关系和函数仍具有我们熟悉的性
质。举例如下，为了增加可读性，我们用非形式化的语言叙述，不过把它们放到引号中
间。
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引理 10.7. (a) ⊢“2是最小的素数”。

(b) ⊢“如果 x > 1，则存在某个素数整除 x”。

引理 10.8. ⊢ coprime(a, b) ↔“不存在既整除 a又整除 b的素数”。

证明: 利用 ⊢ d|x→ x|y → d|y。细节留作练习。

引理 10.9 (欧几里得). ⊢ a, b > 0 ∧ coprime(a, b) → ∃x∃y(xa+ 1 ≈ yb)。

证明: 我们对 s = a+ b施行强归纳。初始情形 s = 2我们省略。

假定命题对所有 < s的数成立。考察满足 a + b = s > 2的 a, b。由于 a ̸= b，我们可
以不失一般性地假定 a > b。不难验证 ⊢ coprime(a, b) → coprime(a − b, b)（这里 a − b表
示“截断减法”，在 PA 中不难证明它是可证递归的，且满足通常减法的性质）。根据
强归纳假定，⊢ ∃u∃v[u(a − b) + 1 ≈ vb]。所以，⊢ ∃u∃v[ua + 1 = (u + v)b]，所以，
⊢ ∃x∃y[xa+ 1 ≈ yb]。

引理 10.10. ⊢ (prime(p) ∧ p|ab) → (p|a ∨ p|b)。

证明: 习题。

10.2.3 中国剩余定理的 PA版本

我们（短期的）的目标是形式化“有穷序列”这一概念。为此我们要在 PA 中证明中
国剩余定理，即“对所有的 n，对所有的 di 和 ai，如果⋯⋯”且慢! 这里的 di 和 ai 指的
是什么？难道不正是有穷序列吗？如果没有有穷序列的概念，我们应该怎样叙述中国剩余
定理呢？为了解决这个问题，我们只处理由某个可证递归函数 m(x)所给出的 di。（在这
里可证递归可以被其它可定义函数m′(x)取代，但我们会看到，任何由m′(x)给出的 di在
编码之后，都可以被某个可证递归函数m(x)给出。）

我们首先形式化最小公倍数的概念。读者最好把下文提到的数（如 i, k, l 等等）都想
象成非标准的。作为范例，我们对最小公倍数处理得稍微仔细一点。之后的其它概念我们
会较快地带过。

引理 10.11. 对任何一个可证递归的函数m(i)，PA ⊢ ∀k“如果对所有的 i ≤ k都有m(i) >

0，则存在（唯一的）最小正整数 l使得对所有 i < k，m(i)|l”。

证明: 存在性可以通过对 k 归纳得到。利用最小数原理可以拿到最小的 l，它显然是唯一
的。
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假定m(x)是 PA中的可证递归函数。根据引理 10.11，公式 φ(k, l)

[(∀i < k m(i) > 0) ∧ k > 0 ∧ (∀i < k m(i)|l) ∧ ∀l′ < l¬(l′ > 0 ∧ ∀i < k m(i)|l′)]
∨ (∃i < k m(i) = 0 ∧ l = 0)

定义了一个最小公倍数函数 lcm{m(i) : i < k}。1不难看出 lcm{m(i) : i < k}是 PA中可证
递归的。

注意，φ(k, l)间接地依赖于m(i)。引理 10.11实际上是由无穷多条陈述构成的一个模
式。对每一个可证递归函数m(x)都有一条相应的陈述。

在最小公倍数函数的定义中，我们仅用到了有界量词而没有用到原始递归。大家可以
与有界积函数

∏
i<km(i) 做比较，有界积函数既不容易在 Lar 定义也不容易在 PA中证明

它存在。

lcm函数具有我们所熟悉的最小公倍数的一切性质：

引理 10.12. (a) PA ⊢ j < k → m(j)| lcm{m(i) : i < k}。

(b) PA ⊢“lcm{m(i) : i < k}整除任何m(i)（i < k）的公倍数”。

(c) PA ⊢“如果 p是素数且 p| lcm{m(i) : i < k}，则存在某个 i < k，p|m(i)”。

证明: 练习。

定理 10.2 (形式化的中国剩余定理). 令 h(x)和m(x)为可证递归函数。则

PA ⊢ [∀i < k(m(i) > 1 ∧m(i) > h(i)) ∧ ∀i, j(i < j < k → coprime(m(i),m(j)))]

→ (∃a < lcm{m(i) : i < k})(∀i < k)[rem(a,m(i)) = h(i)]。

证明: 假定方括号中的前提，我们对 n ≤ k施行归纳。对初始情形 n = 0 时，取 a = 0即
可。

考察归纳情形 n < k。假定 a < lcm{m(i) : i < n}满足对所有的 i < n，rem(a,m(i)) =

h(i)。令 l = lcm{m(i) : i < n}和m = m(n)。则 l与m互素（练习）。根据欧几里得引理，
存在 x和 y使得 lx+ 1 = my。用 a+ (l − 1)h(n)同时乘两边，我们有：存在 u和 v使得

lu+ a+ (l − 1)h(n) = mv。

令 a∗ = l(u+h(n))+a。则 a∗ = mv+h(n)。如果 i < n，则由于m(i)|l，我们有 rem(a∗,m(i)) =

rem(a,m(i)) = h(i)。如果 i = n，则有 rem(a∗,m(n)) = rem(h(n),m(n)) = h(n)。

令 l′ = lcm{m(i) : i < n + 1}。如果 a∗ < l′ 则已经做完了。如果 a∗ > l′，则
令 b为 ≤ a∗ 的最大的 l′ 的倍数，和令 A = a∗ − b。于是 A < l′ 且对所有 i < n + 1，都
有 rem(A,m(i)) = h(i)（练习）。

1lcm是英文“最小公倍数”（least common multiple）的简写。
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同非形式化的中国剩余定理（定理 9.4）相比，首先我们在叙述中避免了有穷序
列 di 和 ai。在证明中我们一直没有离开自然数，即，避免用到任何整数 Z 的性质，
而且是在 PA 中进行的。最后，我们还得到了一个明确的同余方程的解 a 的一个上
界 lcm{m(i) : i < k}。这对后面的讨论有帮助。

同最小公倍数类似，我们有可证递归的一般极大值函数 max{m(i) : i < k}，和二元的
极大值函数 max(x, y)。细节我们留给读者。

定义 10.2. 定义 α(a, b, i)为公式 rem(a, 1 + (i+ 1)b) ≈ r 所定义的函数。

引理 10.13. (a) 函数 α(a, b, i)是可证递归的。

(b) 引理 9.9中定义的二元编码函数 J(a, b) 和解码函数 K(p), L(p)都是可证递归的。

(c) 哥德尔的 β-函数 β(s, i) = α(K(s), L(s), i)是可证递归的。。

证明: 练习。

注意，与 lcm不同，α和 β-函数的定义中没有谈论其它的可证递归函数m(i)。

定理 10.3 (哥德尔的 β-函数引理). 令 h(x)为一个可证递归函数。PA ⊢“对每一个 k，存
在 c使得对所有 i < k，β(c, i) = h(i)；而且，c有一个可证递归的上界。

证明: 我们只需证明下列关于 α(a, b, i)的命题：

PA ⊢“对每一个 k，存在 a, b使得对所有 i < k，α(a, b, i) = h(i)；而且，令 s为max(k,max{h(i) :
i < k})+1，则 a, b可以进一步满足 b < lcm{i+1 : i < s}+1和 a < lcm{1+(i+1)b : i < k}”。

首先注意 s > k且对每一个 i < k，s > h(i)。令 b = lcm{i+ 1 : i < s}。

断言. 如果 i < j < k，则 1 + (i+ 1)b和 1 + (j + 1)b 互素。

断言的证明. 假定某个素数 p 满足 p|1 + (i + 1)b 和 p|1 + (j + 1)b。则 p|(j − i)b。所
以 p|(j− i)或者 p|b。由于 1 ≤ j− i < k < s，我们有 (j− i)|b。因此无论如何我们都有 p|b。
于是 p|(i+ 1)b，进而有 p|1，矛盾。这就证明了断言。

现在，对所有的 i < k，h(i) < s ≤ b < 1 + (i + 1)b。根据形式化的中国剩余定理，
并取 m(i) = 1 + (i + 1)b，我们就得到 a < lcm{1 + (i + 1)b : i < k}满足对所有 i < k，
α(a, b, i) = h(i)。

当 h(x)是可证递归时，证明中得到的 a和 b的上界显然都是可证递归的。

与前面第 9 章相比，我们在证明中避免了阶乘函数 s!（因为它的定义需要原始递
归），并且我们还得到一个关于编码 c的可证递归的上界。
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10.2.4 形式化的有穷序列

我们现在可以定义形式化的有穷序列了，即，我们引进一个可证递归的一元谓词符
号 FinSeq(s)，表示 s是一个“有穷序列”。

定义 10.3. 令 FinSeq(s)为公式

∃c, k < s[s = J(c, k) ∧ ∀c′ < s(c′ < c→ (∃i < k) β(c′, i) ̸= β(c, i))]。

定义 lh(s) = L(s)和 val(s, i) = β(K(s), i)。

注：

• 我们以标准模型为例，解释一下定义中的末句。对一个固定的 k-元组 (n1, · · · , nk)，
会有很多不同的自然数 c使得对所有的 i ≤ k，β(c, i) = ni，我们只挑其中最小的 c。

• 从定义立刻可以看出，FinSeq(s)是一个可证递归关系，且 lh(s)和 val(s, i)都是可证
递归函数。

• 我们继续沿用 ⟨n1, · · · , nk⟩ 来表示 (n1, · · · , nk) 的编码，也用 si（或 (s)i）来表
示 val(s, i)。

PA保证了 FinSeq(s)具有我们所熟悉的有穷序列应有的性质。我们下面以串接函数为
例说明这一点。

考察如下定义的公式 φ(s, s′, t)：

FinSeq(t) ∧ (lh(t) = lh(s) + lh(s′))
∧ [(∀i < lh(s)) ti = si] ∧ [(∀i < lh(s′))tlh(s)+i = s′i]。

引理 10.14.
⊢ ∀s∀s′∃!tφ(s, s′, t)。

因此，φ(s, s′, t)定义了一个可证递归函数 s^s′，称为 s和 ‘s′的串接。

令 ⟨ ⟩表示空序列，即，⟨ ⟩ = J(0, 0)。

引理 10.15. (1) PA ⊢ FinSeq(s) → ⟨ ⟩^s = s = s^⟨ ⟩。

(2) PA ⊢“如果 s, s′和 s′′都是有穷序列，则 s^(s′^s′′) = (s^s′)^s′′”。

形式化了有穷序列的概念之后，我们可以用前面一样的方法来论证递归定义的合理
性。例如，我们有：指数函数在 PA中是可证递归的。事实上，如果函数 g和 h都是可证
递归的，则从 g和 h上利用原始递归得到的函数 f 也是可证递归的。特别地，所有原始递
归函数都是可证递归的。更进一步地，阿克曼函数也是可证递归的。
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10.2.5 形式化版本的句法形式化

有了这些准备工作之后，我们就可以仿照标准模型上的句法算术化，把逻辑中的概念
在 PA 中形式化。整个过程非常象从递归函数到可证递归函数的过程。我们因此略去所有
的证明。

首先我们把 Lar 中的符号，形式化为数码（比过去编码成标准自然数再进一步）。
例如，符号 ∀ 和 + 现在就分别形式化为 1 和 7，即，S0 和 SSSSSSS0，而不再是自然
数 1和 7。我们循环利用 pq的记号，把对象 O所对应的数码记成 pOq；例如，p∀q = S0。

同前一章一样，我们最终会得到一个表示“可证性”的 Lar公式 bwb(x)。它是我们原
来的 bwb(x)的形式化。从模型的角度来看，在每一个 PA的模型M中，M |= bwb[a]表
示M-公式 a 在M中是可证的；这里元素 a可以是非标准的，它在M的证明自然也可能
是非标准的。

我们下面选择性地给出几个在 PA中形式化的例子。
我们可以用 ∆1-公式 (∃i < v)(v = 2 · i + 21)定义一个新的一元谓词 variable(v)，它

就是“变元”概念的形式化。“∀ 不是一个变元”这个事实“形式化”后仍旧成立，因
为 PA ⊢ ¬variable(p∀q)。所以，在任何 PA的模型中，“∀不是一个变元”都（在这个意
义下）成立。根据定义，variable(v)是可证递归的。

类似地，我们也有一个可证递归的一元谓词 term(t)来形式化“项”这个概念。它是
可证递归的，因为它是利用可证递归的函数经强递归定义的，而不难验证，可证递归对
强递归也是封闭的。一般的逻辑教科书上通常会避开递归论的讨论，而给出一个更直接
（但更繁琐）的论证。我们大概叙述一下通常的论证，这也是出于对历史的兴趣，因为哥
德尔文章中用的就类似的方法。

定义 10.4. term(t)是由下列公式定义的：

∃s[FinSeq(s) ∧ lh(s) > 0 ∧ slh(s)−1 = t

∧ ∀i < lh(s)(si = ⟨p0q⟩ ∨ ∃v < si[variable(v) ∧ si = ⟨v⟩]
∨ ∃j, k < i(si = ⟨pSq⟩^sj ∨ si = ⟨p+q⟩^sj^sk ∨ si = ⟨p×q⟩^sj^sk))]。

方括号中的公式是 ∆1 的，因此 term(t)显然是 Σ1 的。另一方面，每一个项 t都有一
个长度不超过 t + 1的生成序列，我们还可以进一步假定这个生成序列的每一项都是 t的
子项，因此，定义中的 s不会大于编码 ⟨t, t, · · · , t⟩（长度为 t+1）。根据 β-函数引理，s有
一个可证递归的上界。所以，term(t)是 ∆1的，即可证递归的。

接下来，我们有：

• 可证递归的谓词 formula(x)来形式化“公式”的概念。

• 可证递归的函数 ¬̃(x)和 →̃(x, y)来形式化“否定”和“蕴涵”；它们的定义分别是
¬̃(x) := ⟨p(q⟩^⟨p¬q⟩^x^⟨p)q⟩和 →̃(x, y) := ⟨p(q⟩^x^⟨p→q⟩^y^⟨p)q⟩。
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• 可证递归的谓词 AxiomT 来形式化“一阶逻辑的公理”，或者更广泛地，形式化任何
一个可证递归的公理集 T。

• 可证递归的谓词

ModusPonens(x, y, z) := formula(x) ∧ formula(z) ∧ y = →̃(x, z)

来形式化分离规则。

最后，我们有可证递归的关系 bewT (y, x)来形式化“y是 T 中对 x的一个证明序列”，
它是由下列 ∆1-公式定义的：

FinSeq(y) ∧ slh(y)−1 = x ∧ (∀i < lh(y)− 1)[AxiomT(yi) ∨ (∃j, k < i)ModusPonens(yk, yj, yi)]。

我们还有公式 bwbT (x)来形式化“可证性”，它的定义是 ∃y bewT (y, x)。它显然是 Σ1 的。
我们将会看到它一般上不是∆1的，例如，bwbPA(x)就不是∆1 的，除非 PA是不相容的。

10.2.6 (D2)的证明

回忆一下 (D2)说的是对所有的 Lar 中的闭语句 σ 和 τ，都有

⊢T �T(σ → τ) → �Tσ → �Tτ。

证明: 我们只需证明

PA ⊢ bewT (u, pσ → τq) → bewT (v, pσq) → bewT (u^v^⟨pτq⟩, pτq)。

假定 u和 v分别满足 bewT (u, pσ → τq)和 bewT (v, pσq)。令 y = u^v^⟨pτq⟩。我们验证（具
体过程省略了）：

• FinSeq(y)；

• slh(y)−1 = pτq；

• ∀i < lh(y)[Axiom(yi) ∨ (∃j, k < i)ModusPonens(yk, yj, yi)]。

根据定义，我们有 bewT (y, pτq)。

34



第 10章 哥德尔第二不完全性定理 第 3节 第三可证性条件 (D3)的证明

第 3节 第三可证性条件 (D3)的证明

我们还剩下最后一个可证性条件 (D3)有待证明，即我们要证：⊢T �Tσ → �T�Tσ。
我们可以称之为“如果 T ⊢ σ则 T ⊢ bwbT (pσq)”的形式化版本，但这样做对我们没有什
么帮助。我们要换一个思路。

注意到 �Tσ 是一个 Σ1 的闭语句。因此我们只需证明对所有的 Σ1 闭语句 τ 我们
有 ⊢T τ → �Tτ，它是某种形式化的 Σ1-完全性。我们希望对 Σ1 语句 τ 的句法结构
施行归纳，这就需要处理带自由变元的公式 φ(x⃗)。可是，�Tφ(x⃗) 总是一个闭语句，
象 ⊢T φ(x⃗) → �Tφ(x⃗) 这样的硬套归纳模式是不行的，事实上，它不是普遍成立的
（即，有反例）。所以，我们需要引入一个新的符号 �T[φ]，它的作用是把锁在 pφ(x⃗)q中
的自由变元解放出来。我们证明所谓的“可证 Σ1-完全性引理”：对所有的 Σ1 公式 φ，
⊢ φ→ �T[φ]；进而导出 (D3)。

10.3.1 一个新符号 �T[φ]

我们首先把数码这个概念形式化。在标准模型 N上我们有递归函数 n 7→ ♯Sn0（见第
9 章第 2 节，第 (6) 款），它把 n映到数码 n的哥德尔数。把它用 Lar 中的公式写出来，
我们有

φ(x, y) := ∃s[lh(s) ≈ x+ 1 ∧ s0 ≈ p0q ∧ (∀i < x)si+1 ≈ ⟨pSq⟩^si ∧ sx ≈ y]。

引理 10.16.
PA ⊢ ∀x∃!yφ(y),

所以由公式 φ(x, y)定义的函数 num(x)是可证递归的。

用通常的递归方程来写，它就是 num(0) = p0q和 num(Sx) = ⟨pSq⟩^num(x)。

我们还需要把函数 n 7→ pvnq（即第 n 个变元的哥德尔 数）形式化。只需选公
式 y ≈ 2 · x+ 21就可以了。

引理 10.17. 由公式 y ≈ 2 · x+ 21定义的函数 var(x)是可证递归的。

我们还需要把函数 (n, v, ♯α) 7→ ♯ αv
n形式化（细节省略）；我们用 sub(n, v, z)来表示形

式化后的函数，它是可证递归的。

这些都是为了引入下面这个函数：

引理 10.18. 函数 su(x, y, z) := sub(num(x), var(y), z) 是可证递归的。

函数 su(x, y, z)的计算方法是：首先将 z 解码成一个公式（比如是 α），再在 α中找
到标号为 y 的变元（例如，当 y = 4时，我们要找的就是 v4），然后把这个变元替换成
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标号为 x的数码（比如，当 x = 3时，就是 SSS0），最后再计算所得到的公式对应的数
码。例如，⊢ su(3, 4, pv4 ≈ v1q) ≈ p3 ≈ v1q。注意 su(3, 4, pv4 ≈ v1q)是一个闭项，即它
没有自由变元。尽管 v4 和 v1 看上去像是自由变元，但它们经过 pq之后，都分别变成了
固定的数码 29和 23。而 pv4 ≈ v1q就是项 ⟨p≈q, pv4q, pv1q⟩ = ⟨19, 29, 23⟩，它是某个自然
数 n0 ∈ N的数码 n0。

我们再比较一下 su(v4, 4, pv4 ≈ v1q)并注意其中两个 v4的不同。不难看出，

⊢ su(v4, 4, pv4 ≈ v1q) ≈ ⟨19, num(v4), 23⟩。

第一个 v4 仍然是自由的，它起的作用可以说是把第二个 v4 激活。（当然直接用 v4，而不
用 num(v4)也能有激活的作用，但我们后面证明中需要用到 num(v4)。）在 su(v4, 4, pv4 ≈
v1q)中，当 v4赋值成某个（可以是非标准的）a时，则 su(v4, 4, pv4 ≈ v1q)就是 pnum(a) ≈
v1q；如果赋值成 b，su(v4, 4, pv4 ≈ v1q) 就是 pnum(b) ≈ v1q 等等。

现在我们可以引入 �T[φ]了：

定义 10.5. 令 φ为 Lar 上的一个公式，且 φ中的自由变元恰好是 vk1 , · · · , vkm 其中 k1 <

· · · < km。定义 �T[φ]为

�T(su(vkm , km, · · · , su(vk2 , k2, su(vk1 , k1, pφq)) . . . ))。

让我们对 �T[φ]做一些解释并与 �Tφ做一些比较。

• 首先注意 �T[φ]和 φ具有相同的自由变元，即，vk1 , · · · , vkm；而 �Tφ则永远是一个
闭语句。例如，�T[v4 ≈ v1]就是

�T(su(v4, 4, su(v1, 1, pv4 ≈ v1q))),

它是 �T(w)和 su(v4 . . . )的复合，即，

∃w[w ≈ su(v4, 4, su(v1, 1, pv4 ≈ v1q)) ∧�T(w)]。

显然，变元 v4 和 v1 仍旧是自由的。而 �T v4 ≈ v1 则不同，它是 �T(pv4 ≈ v1q)，不
含任何自由变元。

• ⊢T �T[φ]的直观解释如下：根据概括定理，它等价于 ⊢T ∀x⃗�T[φ]。注意，量词 ∀x⃗出
现在�T[φ]之前，所以它说明我们有一族逐点的φ证明。用模型论的观点来看，给定
任意一个 T 的（非标准）模型M，M |= ∀x⃗�T[φ]说的是：“对所有M中的数组 a⃗，
都有一个 φ(⃗a)的M-证明”（这个证明可以依赖于 a⃗，这一点同引理 9.1 (b)很像）。
所以，Lar 的单一的公式 �T[φ]形式化了整个模式“对所有的 n⃗ ∈ Nm，⊢T φ(⃗n)”。
与之相比，⊢T �Tφ则更强。⊢T �Tφ说的是“存在一个 φ(x⃗)的相容证明”。因此，
对不同的 a⃗，φ(⃗a)的证明都是一个套路的，只不过是把 φ(x⃗)的相容证明中的参数选
为 a⃗即可。
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• 当 φ是一个闭语句时，�Tφ就是 �T[φ]。

• 为了增强可读性，我们经常会将 vkj 换成更常见的字母，如 x或 y 之类的。我们还
会省掉 kj，因为通常情况下我们会知道我们要“激活”哪一个变元。我们还假定函
数 su的自变量个数是有“弹性”的。例如，如果 φ是一个只含有自由变元 v4和 v1的
公式，我们会用 su(y, x, pφq)而不用 su(v4, 4, su(v1, 1, pφq))。

10.3.2 形式化的可证性条件 (D1)和 (D2)

从此直到本节末尾，⊢表示 ⊢T。

引理 10.19. 对任何 Lar 上的公式 φ和 ψ，我们有：

⊢ �T[φ→ ψ] → �T[φ] → �T[ψ]。

从模型的直观上看是非常自然的：如果我们有一族 (φ→ ψ)(⃗a)的逐点的M-证明和一
族 φ(⃗a)的逐点的M-证明，则有一族 ψ(⃗a)的逐点的M-证明。

证明: 为了避免符号带来的不必要的干扰，我们证明一个特例。这个特例足以说明一般情
形的证明思路。假定在 φ(y, z)中只有自由变元 y和 z；在 ψ(x, z) 中只有 x和 z。

于是�T[φ]就是∃t bewT (t, su(z, y, pφq))、�T[ψ]就是∃r bewT (r, su(z, x, pψq))、而�T[φ→
ψ]就是 ∃s bewT (s, su(z, y, x, pφ→ ψq))。
注意

⊢ su(z, y, x, pφ→ ψq) ≈ ⟨p→q, su(z, y, pφq), su(z, x, pψq)⟩,

直观上看就是数码的替换可以落实到子公式上。同 (D2)的证明类似，我们有

⊢ bewT (s, su(z, y, x, pφ→ ψq)) → bewT (t, su(z, y, pφq))
→ bewT (s^t^⟨su(z, x, pψq)⟩, su(z, x, pψq))。

取 r为 s^t^⟨su(z, x, pψq)⟩，r就是 �T[ψ]的证据。

引理 10.20. 对任何 Lar 上的公式 φ，如果 ⊢ φ 则 ⊢ �T[φ]。

从模型的直观上看这也非常自然：如果我们有一个相容的 φ(x⃗) 的证明，则有一
族 φ(⃗a)的逐点的M-证明。

证明: 我们仍然用一个特例来解释证明的想法。假定在 φ(x, y)中只有自由变元 x 和 y。
于是 �T[φ]就是 �T(su(y, x, pφq))。
令 σ为闭语句 ∀x∀yφ。根据概括规则和 ⊢ φ，我们有 ⊢ σ。
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根据一阶逻辑的替换公理，我们有 ⊢ σ → φ(x, y)x,ynum(x),num(y)。让我们用 φ∗ 来简
记 φ(x, y)x,ynum(x),num(y)。根据 (D1)，我们有

⊢ ∃p bewT (p, ⟨p→q, pσq, su(y, x, pφ∗q)⟩)。

因为 ⊢ σ，仍根据 (D1)，我们有 ⊢ �Tσ，于是

⊢ ∃q bewT (q, pσq)。

接下来，仍与 (D2)的证明类似，我们有

⊢ bewT (p, ⟨p→q, pσq, su(y, x, pφ∗q)⟩) → bewT (q, pσq)
→ bewT (p^q^⟨su(y, x, pφ∗q)⟩, su(y, x, pφ∗q))。

所以 ⊢ �Tσ → �T[φ]。于是引理得证。

10.3.3 关键引理

要证明 (D3)，最后一个障碍是下面的引理：

引理 10.21 (可证 Σ1完全性). 对任何 Σ1公式 φ，⊢ φ→ �T[φ]。

从可证 Σ1完全性引理我们可以立刻得到 (D3)：由于 �Tσ是 Σ1的，我们有 ⊢ �Tσ →
�T[�Tσ]。而由于 �Tσ是一个闭语句，�T[�Tσ] = �T�Tσ。于是便得到 (D3)。

由于我们经常要处理替换的情形，我们先证明一个引理作为工具。

引理 10.22. 令 φ(v1)为一个含有自由变元 v1 的公式（φ中可以有其它的自由变元，但为
简单起见，我们不将它们都写出来），且 vk 为某个可以在 φ中替换 v1的变元，则

(1) ⊢ �T[φ
v1
0 ] ↔ (�T[φ])

v1
0 。

(2) ⊢ �T[φ
v1
vk
] ↔ (�T[φ])

v1
vk
。

(3) ⊢ �T[φ
v1
Svk ] ↔ (�T[φ])

v1
Svk。

证明: 在 (1) 中，左边是 �T(pφ(0)q)；右边是 �T(su(0, 1, pφq))，这里让我们用回标准
的 su的写法。由于

su(0, 1, pφq) = sub(num(0), var(1), pφq) = pφ(0)q,

所以 (1)成立。
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由于 (2) 和 (3) 类似，且 (2) 比 (3) 更简单，让我们只证明 (3)。在 (3) 中，左边
是 �T(su(vk, k, pφv1

Svkq))；右边是 �T(su(Svk, 1, pφq))。由于

su(vk, k, pφv1
Svkq)

= sub(num(vk), var(k), pφv1
Svkq)

= pφv1
Snum(vk)

q
= pφv1

num(Svk)q
= sub(num(Svk), var(1), pφq)
= su(Svk, 1, pφq),

所以 (3)成立。

本节剩余的部分全部用来证明引理 10.21。我们对 Σ1-公式施行归纳，并把整个证明
分解成若干个小的断言。

令严格的 Σ1-公式类为包含所有原子公式，且对 ∧、∨、存在量词 ∃、和有界的全称
量词 (∀x < y)-封闭的最小公式类。

断言 0. 我们只需证明引理对严格的 Σ1-公式类成立即可。

断言 0的证明. 首先注意 PA可以证明 < 是一个线序。所以我们可以忽略到原子公式的否
定式，例如，我们可以把 x ̸≈ y用 x < y∨y < x来取代，然后把 x < y用 ∃z(x+Sz ≈ y)取
代等等。所以，任何一个Σ1-公式φ都与某个严格的Σ1-公式ψ可证等价，即，⊢T φ↔ ψ。
根据假设，我们已经有了 ⊢T ψ → �T[ψ]。

因为 ⊢T ψ → φ，根据形式化的 (D1) 我们有 ⊢T �T[ψ → φ]；所以，根据形式化
的 (D2)我们有 ⊢T �T[ψ] → �T[φ]。于是“φ ⊢T ψ ⊢T �T[ψ] ⊢T �T[φ]”，这就证明了断言
0。[这一小段实际上是在证明形式化的 (D0)。]

我们验证初始情形，即原子公式的情形。我们可以进一步假定原子公式的形式
为 u ≈ 0、u ≈ v、Su ≈ v、u + v ≈ w和 u × v ≈ w，其中 u, v和 w都是变元。这是因为
复合式，如 t1 + t2 ≈ t3 可以被写成 ∃u, v, w (t1 ≈ u ∧ t2 ≈ v ∧ t3 ≈ w ∧ u + v ≈ w)，这样
逐层分解下去，我们只需处理变元的情形。

断言 1. ⊢ u ≈ 0 → �T[u ≈ 0]。
断言 1的证明. 我们对 u施行归纳。

当 u是 0的时候，我们需要证明

⊢ 0 ≈ 0 → �T[su(0, pu ≈ 0q)]。

我们只需证明 ⊢ �T[su(0, pu ≈ 0q)]，也就是 ⊢ �T(p0 ≈ 0q)。显然 ⊢ 0 ≈ 0。根
据 (D1)，我们就有 ⊢ �T(p0 ≈ 0q)。
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对 u的归纳情形自然成立，因为 ⊢ Sy ̸≈ 0；我们甚至不需要归纳假设。断言 1证毕。

断言 2. ⊢ u ≈ v → �T[u ≈ v]。

断言 2的证明. 我们对 v施行归纳。

当 v是 0的时候，我们需要证明

⊢ u ≈ 0 → �T(su(u, 0, pu ≈ vq))。

由于 su(u, 0, pu ≈ vq)就是 su(u, pu ≈ 0q)，这可以从断言 1得出。

假设命题对 v = y成立，即，

⊢ ∀u(u ≈ y → �T(su(u, y, pu ≈ vq)))。

我们需要验证
⊢ ∀u(u ≈ Sy → �T(su(u, Sy, pu ≈ vq)))。

我们再对 u施行归纳。对 u = 0命题成立，因为前件为假。考察 u = Sz的归纳情形，
我们证明

⊢ Sz ≈ Sy → �T(su(Sz, Sy, pu ≈ vq))。

从 Sz ≈ Sy我们得到 z ≈ y。根据归纳假定，我们有�T(su(z, y, pu ≈ vq))，也就是 (�T[u ≈
v])u,vz,y。根据引理 10.22，它与 �T[z ≈ y]等价。

现在 ⊢ z ≈ y → Sz ≈ Sy。根据形式化的 (D1)和 (D2)，⊢ �T[z ≈ y] → �T[Sz ≈ Sy]。
而 �T[Sz ≈ Sy]就是 �T[(u ≈ v)u,vSz,Sy]。根据引理 10.22，它等价于 (�T[u ≈ v])u,vSz,Sy。所以
我们得到 �T(su(Sz, Sy, pu ≈ vq))，也就证明了断言 2。

我们把 Su ≈ v的情形留作习题。

断言 3. ⊢ u+ v ≈ w → �T[u+ v ≈ w]。

断言 3的证明. 我们对 v施行归纳。

当 v是 0的时候，我们需要证明

⊢ u+ 0 ≈ w → �T(su(u, 0, w, pu+ v ≈ wq))。

假定 u+ 0 ≈ w。我们就有 u ≈ w。根据断言 2，

⊢ u ≈ w → �T(su(u,w, pu ≈ wq))。

在 PA 中我们有 ⊢ u ≈ w → u + 0 ≈ w。根据形式化的 (D1) 和 (D2)，⊢ �T[u ≈ w] →
�T[u+ 0 ≈ w]，也就是

⊢ �T(su(u,w, pu ≈ wq)) → �T(su(u,w, pu+ 0 ≈ wq))。
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利用 su(u, 0, w, pu+ v ≈ wq) ≈ su(u,w, pu+ 0 ≈ wq)这一事实，我们就证明了 v是 0的情
形。

假定命题对 v = y成立。我们需要验证

⊢ u+ Sy ≈ w → �T(su(u, Sy, w, pu+ v ≈ wq))。

假定 u + Sy ≈ w。则 S(u + y) ≈ w。显然 w ̸≈ 0，所以存在某个 z 使得 w ≈ Sz。所
以 u+ y ≈ z。根据归纳假定，我们有

⊢ �T(su(u, y, z, pu+ v ≈ wq)),

也就是 (�T[u+ v ≈ w])u,v,wu,y,z。根据引理 10.22，它与 �T[u+ y ≈ z]等价。

在 PA中，我们有 ⊢ u+ y ≈ z → u+ Sy ≈ Sz。根据形式化的 (D1)和 (D2)，我们有

⊢ �T[u+ y ≈ z] → �T[u+ Sy ≈ Sz]。

于是我们得到�T[(u+v ≈ w)u,v,wu,Sy,Sz]。再次应用引理 10.22，它等价于 (�T[u+v ≈ w])u,v,wu,Sy,Sz，
也就是 �T(su(u, Sy, Sz, pu+ v ≈ wq))。断言 3证毕。

我们把乘法 u× v ≈ w的情形留作习题。这就结束了对原子公式的讨论。

我们接下来讨论严格的 Σ1-公式定义中出现的联词和量词。

断言 4. 如果 φ = ψ ∧ θ，且引理对 ψ和 θ成立，则引理也对 φ成立。

断言 4的证明根据假设，我们有

⊢ ψ → �T[ψ] 和 ⊢ θ → �T[θ]。

所以 ⊢ φ→ (�T[ψ]∧�T[θ])。另一方面，我们有 ψ → θ → φ。根据形式化的 (D1)和 (D2)，
我们有 ⊢ �T[ψ] → �T[θ] → �T[φ]。所以，⊢ φ→ �T[φ]。断言 4证毕。

我们把 ψ ∨ θ的情形留作习题。

断言 5. 如果 φ = ∃xψ且 ⊢ ψ → �T[ψ]，则 ⊢ φ→ �T[φ]。

断言 5的证明. 因为 ⊢ ψ → φ，所以 ⊢ �T[ψ] → �T[φ]。于是 ⊢ ψ → �T[φ]。由于 x不
在 φ中自由出现，它也不在 �T[φ]中自由出现。应用概括规则，并将全称量词 ∀“推到”
前件 ψ上，全称于是变成存在，我们得到 ⊢ ∃xψ → �T[φ]，也就是 ⊢ φ→ �T[φ]。

断言 6. 如果 φ是 ∀u < v ψ(u) 且 ⊢ ψ → �T[ψ]，则

⊢ φ→ �T[φ]。
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断言 6的证明. 我们对 v施行归纳。

当 v是 0的时候，我们需要证明

⊢ ∀u < 0 ψ(u) → �T(su(0, p∀u < v ψ(u)q))。

我们只需要证明 ⊢ �T(p∀u < 0 ψ(u)q)，它可以由 ⊢ ∀u < 0 ψ(u)和 (D1) 得到。

假设命题对 v = y成立，我们验证

⊢ ∀u < Sy ψ(u) → �T(su(Sy, p∀u < v ψ(u)q))。

假定 ∀u < Sy ψ(u)。则 ∀u < y ψ(u) 且 ψ(y)。根据归纳假定和对 ψ 的假设，我们
有�T(su(y, p∀u < v ψ(u)q))且�T(su(y, pψ(y)q))，也就分别是 (�T[∀u < v ψ(u)])vy和 (�T[ψ(u)])

u
y。

根据引理 10.22，我们得到 �T[∀u < y ψ(u)]和 �T[ψ(y)]。因为

⊢ ∀u < y ψ(u) → ψ(y) → ∀u < Sy ψ(u),

和形式化的 (D1)和 (D2)，我们有 �T[∀u < Sy ψ(u)]。仍根据引理 10.22，我们可以“提
出”Sy得到 �T(su(Sy, p∀u < v ψ(u)q))，这就证明了断言 6，也结束了引理 10.21的证明。

第 4节 哥德尔第二不完全性定理

固定一个在数论语言 Lar 上满足可证性条件 (D1)、(D2)和 (D3)的理论 T。为了使用
不动点引理，我们进一步假定 T ⊇ Q。

定理 10.4 (哥德尔第二不完全性定理).

(1) 如果 T 是相容的，则 ̸⊢T conT。

(2) ⊢T conT → ¬�TconT。

证明: 我们先证明 (2)。令 σ为公式 ¬�T(x)的一个不动点，即，

⊢T σ ↔ ¬�Tσ。 (10.1)

断言. ⊢T σ ↔ conT。换句话说， T 证明所有 ¬�T(x) 的不动点都等价于 conT，或者
说 conT是 ¬�T(x)的唯一不动点（在 T 等价的意义下）。

断言的证明.把 ¬�Tσ转写成�Tσ → ⊥，其中⊥为任何固定的矛盾式，如 0 ̸≈ 0。一方面，
由 (10.1)我们有 σ ⊢T �Tσ → ⊥。利用 (D0)和 (D2)，我们得到 �Tσ ⊢T �T�Tσ → �T⊥。
而根据 (D3)，我们已经有 �Tσ ⊢T �T�Tσ，所以，�Tσ ⊢T �T⊥。另一方面，我们显然
有 ⊥ ⊢ σ，仍利用 (D0)，�T⊥ ⊢T �Tσ。因此，⊢T �Tσ ↔ �T⊥。把这个等价式代回
到 (10.1)，即得到 ⊢T σ ↔ conT。断言证毕。
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利用断言和 (D0) 我们还有 ⊢T �Tσ ↔ �TconT。在 (10.1) 式中，用 conT 替换 σ，
用 �TconT替换 �Tσ，即得到

⊢T conT ↔ ¬�TconT。 (10.2)

特别地，(2)成立。

再看 (1)，如果 ⊢T conT 则根据 (D1)，⊢T �TconT。利用 (10.2)，我们得到 ⊢T ¬conT，
这与 T 的相容性矛盾。

我们再次重复一下：哥德尔第二不完全性定理说明希尔伯特的纲领不可能照原样实
现。

假定 PA是相容的。令 PA∗为 PA+¬conPA。理论 PA∗ 给我们提供了很多有意思的例
子。特别地，它很好地说明了“形式系统内部”和“外部”的区别。所谓“不是庐山真面
目，只缘身在此山中”。

引理 10.23. 理论 PA∗是相容的，但 PA∗ ⊢ ¬conPA∗。

证明: 由哥德尔第二不完全性定理，理论 PA∗是相容的。

显然，PA∗ ⊢ ¬conPA，但我们还需要论证，“如果 PA是不相容的，则 PA+¬conPA也
是不相容的”这一事实可以形式化在 PA中。
这需要利用形式化的演绎定理：令 T ′ = T + α。则

⊢T �T′φ↔ �T(α → φ)。

（证明我们留作习题。）

根据形式化的演绎定理，我们有：

PA ⊢ �PA+α⊥ ↔ �PA(α → ⊥),

即，
PA ⊢ �PA+α⊥ ↔ �PA(¬α)。

令 α为 ¬conPA，我们有
PA ⊢ �PA∗⊥ ↔ �PAconPA。

所以，
PA ⊢ ¬conPA∗ ↔ �PAconPA。

即，
PA ⊢ ¬conPA∗ ↔ ¬conPA。

现在，从 PA∗ ⊢ ¬conPA我们立刻得到 PA∗ ⊢ ¬conPA∗。
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注：

• 一个理论 T 的相容性从里面看和从外面看可以是不一样的。PA∗ 自己说自己是不相
容的，但我们从外面看它却是相容的。另一方面，任何一个外面看不相容的理论都
可证明自己的相容性（当然也证明自己的不相容性）。一个很有趣的事实是：一个
相容的理论可以断言自己的不相容性，却永不断言自己的相容性。

• PA∗是 ω-不相容理论的典型例子，也说明存在这样的相容的理论 T 使得 T + conT是
不相容的。

10.4.1 勒布定理

勒布定理的最初动机是为了回答辛钦提出的一个问题。我们知道 ¬�(x) 的不动点
本质上就是 conT。辛钦的问题是：那 �(x)的不动点又是什么呢？任何一个这样的不动
点 σ都断言自身的可证性，即 T ⊢ σ ↔ �T(σ)。

定理 10.5 (勒布).

(a) ⊢T �T(�Tα→ α) → �Tα。（该条件也被称作 (D4)。）

(b) 如果 ⊢T �Tα → α，则 ⊢T α。

证明: 令 σ为 �T(x) → α的一个不动点，即

⊢T σ ↔ (�Tσ → α)。 (10.3)

与前面第二不完全性定理的证明类似，我们一方面从 σ ⊢T (�Tσ → α)中得到 �Tσ ⊢T

(�T�Tσ → �Tα)；再用 (D3)得到 �Tσ ⊢T �Tα。另一方面，我们有 ⊢T α → (�Tσ → α)

（命题逻辑公理 (A3)），也就是 ⊢T α → σ（根据 (10.3)）；所以 �Tα ⊢T �Tσ。所以，

⊢T �Tσ ↔ �Tα。 (10.4)

把这个等价式代回 (10.3)，我们有

⊢T σ ↔ (�Tα → α)。

利用 (D1)和 (D2)，我们有

⊢T �Tσ ↔ �T(�Tα → α)。

再次利用等价式 (10.4)，即得到

⊢T �Tα ↔ �T(�Tα → α)。

特别地，(a)成立。
我们再来证明 (b)。假定 ⊢T �Tα → α。则 ⊢T �T(�Tα → α)（由 (D1)）。根据 (a)，

⊢T �Tα。所以，⊢T α。
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推论 10.3. 令 ⊤表示任何一个普遍有效的闭语句，如 0 ≈ 0。则 ⊤是 �T(x)的唯一不动点
（在 T 等价的意义下）。

证明: 显然，⊢ ⊤。根据 (D1)，⊢T �T⊤。所以，⊤是�T(x)的一个不动点。假设σ是�(x)的
一个不动点，即 ⊢T σ ↔ �Tσ。则特别地，⊢T �σ → σ。由勒布定理，⊢T σ。所以，
⊢T σ ↔ ⊤。

最后，从勒布定理我们可以得到哥德尔第二不完全性定理 (a)的一个简单证明：假
设 PA 是相容的。如果 PA ⊢ conPA，则 PA ⊢ �⊥ → ⊥。由勒布定理，PA ⊢ ⊥，与 PA的
相容性矛盾。

第 5节 自然的不可判定语句

哥德尔的不完全性定理的证明告诉我们怎么找到那些满足特定条件的公理系统中无
法判定的句子。但这些证明中作为例证的句子几乎都是诸如“我不可证”这样刻意构造的
算术命题。人们似乎可以认为，所有独立的语句都是那样“非自然”的，源于对角线构造
并涉及自指。若果真如此，那么哥德尔定理的哲学价值便显得成色不足了。至少人们可以
期待，存在一些足够好的算术的公理系统，以至于所有“自然”的算术命题都可以在其中
得到判定。因此，现在的问题是，是否存在经典数学所关心的自然的不可判定句子？

根岑的下述定理为寻找自然的不可判定语句打开了一扇门。

定理 10.6 (根岑). 对任意小于 ε0 的序数 α，PA可以证明 TI(α)，即到 α的超穷递归；但
PA不能证明 IT (ε0)。

我们曾定义 ε0 = limn αn，其中 αn 是通过递归定义的：α0 = ω，而 αn+1 = ωαn。类
似哥德尔编码，我们可以在 PA中为每个小于 ε0的序数编码，定义它们之间的序关系，并
证明到它们的超穷递归。这样就有了定理的前半部分。

定理的后半部分常被解读为 PA的一致性证明，只不过根岑在证明中额外假设了到 ε0

的超穷归纳。因此，PA无法证明 IT (ε0)，否则它就可以证明自己的一致性。根岑证明中
所使用的是等价于 PA的自然推演系统，其中归纳原理以推理规则的形式引入。我们可以
把这个自然推演系统中的每一个证明树对应到一个小于 ε0的序数（的编码）。我们还可以
定义对每个证明树的简化或归约，使得每一次简化所得到的推演对应的序数比原推演的
要小，除非该证明树中不存在对归纳规则的使用，并且它们所得到的无量词的结论（譬如
0 = 1）是一样的。借助于 ε0 上的超穷归纳，我们就可以把每个对 0 = 1的证明树简化为
一个不使用归纳规则的对 0 = 1的证明树。而后者可以被证明是不存在的。这样，我们就
得到了 PA的一致性证明。限于篇幅，我们略去 ε0 以下序数的编码、经典算术的自然推
演系统、证明树到序数的对应、证明树的简化等技术细节，读者可以在典型的证明论教材
（如 [?]）中找到更详尽的处理。
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当然，人们仍然可以拒绝承认 TI(ε0)是自然的数学语句。在 1977年，帕里斯和哈灵
顿证明了有穷拉姆齐定理的下述版本在 N中成立却不是 PA可证的。

定理 10.7. 对任意正整数n, k,m，我们可以找到N使得：如果我们把集合S = {1, 2, 3, · · · , N
的每个恰好有 n个元素的子集染成 k 种颜色中的一种，那么我们就可以找到 S 的一个至
少含有 m个元素的子集 Y，使得 Y 的每个含有恰好 n个元素的子集都被染成同一种颜
色，并且 Y 中元素的个数不小于 Y 中的最小元。

这被认为是第一个的在 N中成立而不在 PA可证的自然的数学语句。它是一个典型的
有穷组合问题。还有一个更流行的例子，卡比和帕里斯证明了古德斯坦定理在 PA中不可
证。

对任意自然数 m ≥ 1和 n ≥ 2，我们可以定义 m的 n进制表达和纯 n进制表达。我
们举个例子来说明这两个概念：假定 m = 13而 n = 2，那么 13 = 23 + 22 + 1，后者就是
13的 2进制表达；进一步把指数也以 2进制表示得到的 22+1 + 2 + 1就是纯 2进制表达。

我们定义一组自然数上的运算 Gn （n ≥ 2）：为计算 Gn(m)，先把 m写成纯 n进制
表达式，然后把表达式中所有的 n换成 n+ 1，最后减去 1。

定义 m的从 n开始的古德斯坦序列为：m0 = m，m1 = Gn(m0)，m2 = Gn+1(m1)，
Gn+2(m2)⋯⋯

例如，13的从 2开始的古德斯坦序列就是：

m0 = 13,

m1 = 33+1 + 33 = 108,

m2 = 44+1 + 3 · 43 + 3 · 42 + 3 · 4 + 3 = 1279,

m3 = 55+1 + 3 · 53 + 3 · 52 + 3 · 5 + 2 = 16092,

m4 = 66+1 + 3 · 63 + 3 · 62 + 3 · 6 + 1 = . . .

. . . . . .

定理 10.8 (古德斯坦). 对任意m，limn→∞mn = 0.

证明: 把古德斯坦序列中所有的底都改成 ω 进制的。我们就得到一个严格递减的小于 ε0

的序数序列。利用到 ε0的超穷归纳，就可以证明这个序列必定会在有穷步内归零。

上述两个自然的不可判定语句的例子都利用了到 ε0 的超穷归纳，事实上他们的强度
等价于到 ε0 的归纳，因此不可能是 PA的定理。这些不可判定性结果最终都归结为哥德
尔不完全性定理，我们将之归结为由一致性强度的不同带来的不可判定性。对数理逻辑
感兴趣的读者还会了解到其他证明不可判定性的方法，例如集合论中的内模型和力迫法。
但这些方法注定不能给我们带来关于算术的不可判定语句。那么，是否存在不依赖一致性
强度的证明方法证明算术语句不可判定性？这是个有趣且仍有待回答的问题。
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