《集合论与图论》课堂练习2 

学号                   姓名                   
注意：有关计数的答案可用P(n,k),C(n,r),nk,k!,及数字等表示

1、 填空题（55分）

1． s（s(1）个元素分成t个组，那么必存在一个组至少含有   (s/t(    个元素。
/*鸽笼原理/定理10.2*/

2． 20000到70000间的偶数中由不同数字组成的5位数的个数共有 3(4(P(8, 3)+2(5(P(8, 3)=4032+3360=7392         
。

/*设所求的数为abcde这5位数，其中2(a(6，e({0，2，4，6，8}；

若a({2，4，6}，e有4种选择，bcd有P(8, 3)种选择，根据乘法法则，则有3(4(P(8, 3)种可能；

若a({3，5}，e有5种选择，bcd有P(8, 3)种选择，根据乘法法则，则有2(5(P(8, 3)种可能；

根据加法法则，共有3(4(P(8, 3)+2(5(P(8, 3)=4032+3360=7392种可能。*/

3．5对夫妻出席一宴会，围一圆桌坐下。有  10!/10或9!         种不同的方案。若要求夫妻相邻，有   25(4!(=768)            种不同的方案。

/*环排列；

夫妻相邻，5个元素的环排列：5!/5=4!；一对夫妻可以交换位置：25；根据乘法法则，有25(4!(=768)种不同的方案。*/

4．从1到300间任取3个不同的数，使得这3个数的和正好被3除尽，有3(C (100, 3)+1003(=1485100)  种方案。

5．(x+y+z)10有_C(10+3-1, 10)__项。

6．(2x+y+z)8的展开式中的x3yz4系数是    23(8!/(3!1!4!)       。

/*根据二项式定理，C(n, k)an-kbk,  23(C(8, 3)(C(5, 1)= 23(8!/(3!1!4!)*/

7．排列字母ILLINOIS可以得到   8!/(3!2!)             个不同的字符串；如果要求某个I排在某个L之前，可以得到  8!/(3!2!)-8(7(6           个不同的字符串。

/*先计算所有的L都在任一I之前的字符串，再用字符串总数减去这样的字符串的个数即可；

构造一个所有的L都在任一I之前的字符串分两步：首先选择N、O和S的位置，再将I和L插入。为N、O和S选定位置有8(7(6种方法，当N、O和S选定位置后，I和L只有一种插入方法。字母ILLINOIS组成的字符串共有8!/(3!2!)个，所以可得8!/(3!2!)- 8(7(6个不同的字符串。*/

8. 利用二项式定理展开(s-r)4。(s-r)4=C(4,0)s4+C(4,1)s3(-r)+C(4,2)s2(-r)2+ C(4,3)s(-r)3+C(4,4)(-r)4 =s4-4s3r+6s2r2-4sr3+r4。
9．整除510510的正奇数有      64        个。
510510=2*3*5*7*11*13*17，所以整除510510的正奇数个数等于3*5*7*11*13*17的正约数个数，为(1+1)6=26=64

二、综合题（45分，5(9分=45分）

1．证明：在任意给出的n+1（n(2）个正整数中必有两个数，它们的差能被n整除。

证明：设所给的n+1个正整数a1, a2, …,an+1, A={ a1, a2, …,an+1}, |A|=n+1。对任一个不大于n的正整数i，令Ai={a | a(A且a除以n所得余数为i-1}，则Ai(A(i=1, 2, …, n)且A1(A2(…(An=A。由鸽笼原理，必有正整数k(1(k(n)，使得|Ak|(2。设ai, aj是Ak中的两个元，则它们除以n所得的余数均为k-1，于是ai-aj能被n整除。

2．矩形被分为3(7=21个正方形，每个正方形用红色或黑色着色。证明存在非简单子矩形（非1(k或k(1），4个角的正方形颜色相同。

解：设共有3行，7列牌。将同一列的两个同色的牌称为“同色对”。根据鸽笼原理，每一列至少有一个同色对，所以整个矩形含有7个同色对，每列一个。再根据鸽笼原理，至少有4个同色对的颜色完全相同，不妨设有4个红色的同色对。同色对在一列中有3种可能，再次根据鸽笼原理，这4个同色对至少有两个在列中具有相同的位置。这两个同色对的4个牌确定的矩阵满足条件。

3．证明杨辉三角形定理: 对于任意的1( k( n，则C(n+1, k)=C(n, k)+C(n, k-1)。

/*见课件*/

4． 某学生在37天里共做了60道数学题。已知他每天至少做1道题。求证：必存在连续的若干天，在这些天里该学生恰做了13道数学题。

证明参见教材219页例10.4，类似方法。

5．设A含有n个元素的集合{x1, x2, ……, xn}，证明|P(A)|=2n。

证明：构造一个子集分n个步骤：

    选取或不选取x1;

    选取或不选取x2;

     ……

    选取或不选取xn.

    每一步有两种选择方法，所以所有可能的子集总数为2(2(……(2=2n。

