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对角形矩阵

数量矩阵

单位矩阵

三角形矩阵三角形矩阵

对称矩阵与反对称矩阵

正交矩阵



对角矩阵(diagonal)



















====

nna

a

a

A
O

22

11

)(0 jiaij ≠≠≠≠====

注

 nna

(((( ))))
nnaaadiagA L，，，，，，，，记为记为记为记为：：：： 2211====

不是对角阵不是对角阵不是对角阵不是对角阵

















0300

0020

0001



性质 （1）A,B为n阶对角阵，k为常数

.,,, BAABBAABBAkA ====++++⇒⇒⇒⇒ 仍为对角阵仍为对角阵仍为对角阵仍为对角阵，，，，且且且且

因
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（二）数量矩阵
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对角元素相等；对角阵的
特别情形

性质：
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单位阵
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推广… …



例 设

nAA ，，，，计算计算计算计算
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例
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求求求求

阶方阵阶方阵阶方阵阶方阵，，，，且且且且为为为为、、、、、、、、设设设设

解 AIAA ====
2

ABCA )(==== ))(( CAAB==== II==== I====

BIBB ====
2 BCAB )(==== ))(( ABBC==== II==== I====

单位矩阵的妙用

练习：

CABC )(====CICC ====
2 ))(( BCCA==== II==== I====

所以

ICBA 3
222 ====++++++++
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C求求求求



例 设 A 是n阶方阵， 82)(
2 −−−−++++==== xxxf

82)(
2 −−−−++++==== AAAf则则则则 I

称为矩阵A的一个多项式。

矩阵多项式

)82)((
2 −−−−++++==== AAAf

*

称为矩阵A的一个多项式。

)4)(2(82
2 ++++−−−−====−−−−++++ xxxx因因因因

)4)(2(82
2

IAIAIAA ++++−−−−====−−−−++++所以所以所以所以

矩阵多项式的分解：
分解*式



三角矩阵
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性质: A、B是同阶、同型的三角形矩阵

⇒ kA,  A+B,  AB 仍是同阶同型三角形矩阵。

三角阵的逆矩阵为同型三角阵



对称矩阵

是对称矩阵是对称矩阵是对称矩阵是对称矩阵称称称称 )( ijaA ====，，，，若若若若 jiij aa ====

，，，，若若若若 jiij aa −−−−====
是反对称矩阵是反对称矩阵是反对称矩阵是反对称矩阵称称称称 )( ijaA ====

)0( ====iia

AA
T ====⇔⇔⇔⇔性质： （1）A 是对称阵

（2）A,B是n阶对称阵
是对称阵是对称阵是对称阵是对称阵BA ++++⇒⇒⇒⇒

A是反对称阵
AA

T −−−−====⇔⇔⇔⇔

（2）A,B是n阶对称阵
是对称阵是对称阵是对称阵是对称阵BA ++++⇒⇒⇒⇒

⇒ AB 是对称阵

对称矩阵的方幂、逆矩阵仍为对称阵

A,B是n阶对称阵



A,B是n阶对称阵，则 BAABAB ====⇔⇔⇔⇔对称对称对称对称

证
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ABAB ====∴∴∴∴ )( BA==== AB====

””””““““⇐⇐⇐⇐

,, BBAA
TT ========Q TTT

ABAB ====∴∴∴∴ )( BA==== AB====

是对称阵是对称阵是对称阵是对称阵。。。。故故故故AB

””””““““⇒⇒⇒⇒ T
ABAB )(====∴∴∴∴是对称阵是对称阵是对称阵是对称阵，，，，ABQ

TT
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设A与B为两个n 阶矩阵，A为反对称矩阵，

B为对称矩阵，则AB-BA为对称矩阵。

证
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T
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TTTT
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TT
BAAB )()( −−−−====

BBAA
TT ====−−−−==== ,由已知条件得由已知条件得由已知条件得由已知条件得：：：：

为对称矩阵为对称矩阵为对称矩阵为对称矩阵。。。。即即即即 BAAB −−−−

，，，，AB-BA====
BAAB )()( −−−−−−−−−−−−====

TTTT
BAAB −−−−====



正交矩阵(orthogonal matrix)

• A为正交矩阵：ATA=AAT=E

• 性质：

• (1) A-1 =AT

• (2) 按行或列分块：

• (3) det(A)=±1
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• (3) det(A)=±1

• 正交矩阵意味着对向量的旋转或镜像

14



矩阵的初等变换

对矩阵施以下列3种变换

（3）交换矩阵的两行（列）:  Rij 或 Cij

（1）用一个非零的数c乘矩阵的某一行（列）：cRi 或c Ci

（2）把矩阵的某一行（列）的c倍加到另一行（列）: Ri+cRj 或 Ci+cCj

倍乘变换

倍加变换

（3）交换矩阵的两行（列）:  Rij 或 Cij

称为矩阵的初等行(列)变换。

对换变换

统称为矩阵的初等变换 .



初等矩阵

(1) 初等倍乘矩阵
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定义将单位矩阵做一次初等变换所得的矩阵称为初等矩阵
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－－－有三种形式

1

( )

1

1

i
E c c i

    
    
    

====     
    
    
    
    
    

O

O

将单位矩阵的第
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（2）初等倍加矩阵
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（3）初等对换矩阵
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三、初等矩阵与初等变换的关系

例１
计算下列初等矩阵与矩阵

3 3 2 3 3
( ) , ( ) , ( )

ij n ij ij
A a C c B b

× × ×× × ×× × ×× × ×
= = == = == = == = = 的乘积：

11 12 1 11 12 1

21 22 2 21 22 2

31 32 3 31 32 3

1 0 0

0 0

0 0 1

n n

n n

n n

a a a a a a

c a a a ca ca ca

a a a a a a

                
                

====                
                 
                 

L L

L L

L L

1 0 d c c c dc c dc+ ++ ++ ++ +                 11 12 11 31 12 32

21 22 21 22

31 32 31 32

1 0

0 1 0

0 0 1

d c c c dc c dc

c c c c

c c c c

+ ++ ++ ++ +                
                

====                
                 
                 

11 12 13 11 13 12

21 22 23 21 23 22

31 32 33 31 33 32

1 0 0

0 0 1

0 1 0

b b b b b b

b b b b b b

b b b b b b

                
                

====                
                
                 .



据例1可知,

初等矩阵左乘A,C----相当于是对A,C做相应的初等行变换

初等矩阵右乘B----相当于是对B做对应的初等列变换

一般地有如下结论：

( )
i
E c A A i c− − −− − −− − −− − − 表表表表示示示示 的的的的第第第第 行行行行乘乘乘乘 ；；；；

( )
ij
E c A A i c− − −− − −− − −− − − 表表表表示示示示 的的的的第第第第 行行行行乘乘乘乘 加加加加至至至至第第第第jjjj行行行行；；；；

左乘--行变换;
右乘—列变换.

ij
E A A i−−−− 表表表表示示示示 的的的的第第第第 行行行行与与与与第第第第jjjj行行行行 对换位置;

( )
i

BE c i c− − −− − −− − −− − − 表表表表示示示示BBBB的的的的第第第第 列列列列乘乘乘乘 ；；；；

对换位置;
ij

BE i−−−− 表表表表示示示示BBBB的的的的第第第第 列列列列与与与与第第第第jjjj列列列列

( )
ij

BE c c− − −− − −− − −− − − 表表表表示示示示BBBB的的的的第第第第jjjj列列列列乘乘乘乘 加加加加至至至至第第第第iiii列列列列；；；；

.



四、初等矩阵的基本性质

（1）初等矩阵是可逆矩阵，而且它们的逆矩阵也是初等矩阵。

( ) 0; ( ) 1 0; 1 0;
i ij ij
E c c E c E= ≠ = ≠ = − ≠= ≠ = ≠ = − ≠= ≠ = ≠ = − ≠= ≠ = ≠ = − ≠

1
( ) ( ) ; ( ) ( ) ; ;
i i ij ij ij ij
E E c I E c E c I E E I
c

= − = == − = == − = == − = =

1 1 11
( ) ( ); ( ) ( ); ;E c E E c E c E E

− − −− − −− − −− − −= = − == = − == = − == = − =

（2）初等矩阵的转置仍是初等矩阵。

1 1 11
( ) ( ); ( ) ( ); ;

i i ij ij ij ij
E c E E c E c E E

c

− − −− − −− − −− − −= = − == = − == = − == = − =

所以,初等矩阵的逆矩阵是同类初等矩阵.

.



例2  设初等矩阵

1 2 3

0 0 1 0 1 1

0 1 0 0 0 1
, , .

1 0 0 0 0 0 1 1

0 0 0 1 0 0 1 1

k
P P P

c

                    
                    
                    = = == = == = == = =
                    
                    
                    

试求

1

1 2 3 1 2 3
( ) .P P P P P P

−−−−
及及及及

0 0 1 0 1 1

0 1 0 0 0 1 k

                
                

解

1 2 3

0 1 0 0 0 1
.

1 0 0 0 0 0 1 1

0 0 0 1 0 0 1 1

k
P P P

c

                
                ====
                
                
                

0 0 1 0 1

0 1 0 0 0

1 0 0 0 0 0 1

0 0 0 1 0 0 1

k

c

        
        
        ====
        
        
        

0 0 1 0

0 0 0

1 0 0 0

0 0 1

k

c

    
    
    ====
    
    
    

解

.



1 1 1 1

1 2 3 3 2 1
( )

1
1 0 0 1 0

1
0 1 0 1 0 0

0 0 1 1 0 0 0
1

0 0 1 0 0 0 1
1

P P P P P P

k

c

− − − −− − − −− − − −− − − −====

    
            
            
        ====     
            
             −−−−             

        

1
0 0 1 0

1
0 1 0 0

1 0 0 0
1

0 0 1
1

k

c

    
        
        
    ====     
        
         −−−−         

    

0 0 1 0

1
0 0 0

.

1 0 0 0

0 0 1

k

c

    
    
    

====     
    
        −−−−    

.



五、用初等变换求逆矩阵

定义 如果B可以由A经过一系列初等变换得到，则称矩阵A与B等价。

定理
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的矩阵等价。










 0

O

43421
r

D成为矩阵的标准型(standard form)



例2 化A为D的形式：

















=

2102

5314

3212

.1 A

解

















=

2102

5314

3212

A
 →

+−

+−

)3()1(1

)2()1(2















 3212

0 -1 -1 -1

0 -1 -1 -1

++++−−−− ]2[]1[1
 0002  0002

 →→→→
++++−−−−

++++−−−−

++++−−−−

]4[]1[
2
3

]3[]1[1

]2[]1[
2
1

















−−−

−−−

1110

1110

0002

 →
+− )3()2(1

















−−−

0000

1110

0002

 →→→→
++++−−−−

++++−−−−

]4[]2[

]3[]2[

















−

0000

0010

0002

 →→→→
−−−− )2(1

)1(
2

1

















0000

0010

0001

.



定理

A为n阶可逆矩阵 ⇔ 它能表示成一些初等矩阵的乘积。

n阶可逆矩阵A与I等价。

证明 ""⇒ 因为A可逆，则经过若干次初等变换可化为I,

.nIDnA ====阶可逆矩阵阶可逆矩阵阶可逆矩阵阶可逆矩阵，，，，则则则则为为为为如果如果如果如果推论推论推论推论

证明 ""⇒ 因为A可逆，则经过若干次初等变换可化为I,

即 使

,11 ts QAQPPI LL====

所以 1

1

11

1

1 −−−−
= QIQPPA ts LL .

1

1

11

1

1 −−−−
= QQPP ts LL

"" ⇐ 因为初等矩阵可逆，所以充分性显然。 .

,,,, 11 ts QQPP LL 和存在初等矩阵



设 可逆，nnA×
,,1 mPP L则存在初等矩阵则存在初等矩阵则存在初等矩阵则存在初等矩阵 使 APPI m 1L=

所以 1

1
PPA mL=− IPPm 1L=

nnm IAPP 21 )( ××××L ),( 11 IPPAPP mm LL= )(
1−= AI

求逆矩阵的方法：

.

））））（（（（
行初等变换行初等变换行初等变换行初等变换 1

)(
−−−− →→→→ AIIA


