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“正本清源”在力学之数学及
专业基础知识体系建立中的作用

谢锡麟
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摘要：将力学之数学及专业基础知识体系分别归结为微积分和现代张量分析以及基于其上的连续介质力学；借

鉴具有一流水平的国内外教程或专著，给出了上述基础知识体系的基本构成。提出以知识点以及知识要素组织

知识体系，并分析了微积分知识体系的辐射性发展特征；提出隶属不同知识体系 的 知 识 点 其 所 属 知 识 要 素 可 能

是同一数学结构或形式，称之为数学通识。我们把数学作为认识自然及非 自 然 世 界 的 系 统 的 思 想 及 方 法；叙 述

了数学知识体系同力学知识体系间的关系。引述微积分、张量分析、微分几何、连续介质力学等知识体系中的有

关知识以阐述上述观点，并以自己的方式给出了所涉及的微积分中Ｓｔｏｋｅｓ公式的统一性证明，张量分析中张量

梯度的可微性观点以及微分几何中Ｌｉｅ导数的场观点定义及结论等。
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　　１７世纪，牛顿力学体系的建立标志着自然科学的兴起；１８－１９世纪，连续介质力学的诞生使力学发展

成为一门内容丰富并且获得广泛应用的基础科学。① 马克思曾指出“力学是大工业的真正的科学基础”。

随着科学技术的发展，现代力学的研究范畴从传统的刚性机械运动延拓至可变形的复杂介质运动，从纯机

械世界延拓至机械与物理、化学、生物学等过程的相互作用，甚至渗透至经济、管理、医学等领域②。钱学

森先生在２００７年对中国力学学会成立五十周年之际的贺词中指出：“力学有两方面的服务对象：一是为工

程技术服务，另一是为发展自然科学服务，两者是相辅相成，相互促进的”。

力学学科的上述特征，使得力学知识体系别具特色，她既需要庞大而坚实的数学支撑，又需要联系丰

富而多样的自然现象。进而，力学知识体系不仅对研究者提升自身工作层次而且对人才培养等方面都具

有极其重要的意义。

本文拟从力学之数学及专业基础知识体系，微积分知识体系的辐射性发展特征，知识体系架构（知识

点及知识要素），数学通识，数学知识体系同力学知识体系的关系等方面叙述我们持续性追求具有现代

化及一流化特征的力学知识体系所获得的阶段性认识。

１　力学之数学及专业基础知识体系

按通行的理论与应用力学专业（以下简称力学专业）的课程设置，力学知识体系可以分为数学以及专

业知识体系二部分。数学知识体系，主要包括：微积分及线性代数（核心基础）→①复变函数＋复分析；②
常微分方程＋偏微分方程；③概率论＋数理统计；④微分几何；⑤实分析＋泛函分析等。专业知识体系，主
要包括：理论力学及材料力学（核心基础）→①弹性力学＋塑性力学；②流体力学＋空气动力学；③振动力

学；④控制力学等。③

鉴于微积分在整个数学知识体系中的核心地位，本文将微积分作为力学之数学基础知识体系。基于

对国内外具有一流水平的教程或专著的调研［１－６］④，我们通过图１表示微分学和积分学所能包含的主要内

容。

相对于当前国内力学专业的必修内容，具有国内外一流水平的微积分教学表现为如下特征：①将微分

学由有限维Ｅｕｃｌｉｄ空间延拓至一般赋范线性空间⑤；②将积分学由Ｒｉｅｍａｎｎ积分延拓至Ｊｏｒｄａｎ测度、Ｌｅｂ－
ｅｓｇｕｅ测度意义下的积分⑥；③将微积分研究对象由可单个参数化的几何形态延拓至需多个参数化的几何

形态，亦即建立微分流形上的微积分⑦。需指出，国内现行微积分课程设置一般为一年或一年半制（一般
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①

②

③

④

⑤

⑥

⑦

《中国力学学科发展战略研究报告（２０１１－２０２０年）》。

李家春院士，周恒院士对复旦大学力学与工程科学系进行学术访问时都指出。

参见《２０１１年理论与应用力学专业教育教学复旦大学研讨会－学术信息整理》，谢锡麟、傅渊、杜俊、陈瑜整理；与会代表间交流，未

公开发表。

对于相关知识体系，本文参考文献部分仅列出笔者日常最常用的学习与参阅的教程或专著；尚有很多优秀著作未能列举。

Ｖ．Ａ．Ｚｏｒｉｃｈ著“Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ　Ａｎａｌｙｓｉｓ”的卷２，对一般赋范线性空间上的微分学给予了极其优越的叙述，相关 理 论 的 建 立 可 以 完

全类比与有限维Ｅｕｃｌｉｄ空间上的微分学。张筑生著《数学分析新讲》第２册，对有限维Ｅｕｃｌｉｄ空间上的微分学给予了极好叙述，且能非常好

地衔接与一般赋范线性空间上的微分学。

对于力学而言，可能我们既需要有限维Ｅｕｃｌｉｄ空间上的测度论也需要一般集类的测度论，对此周民强编 著《实 变 函 数 论》（北 京 大

学出版社２００９）以及夏道行、吴卓人、严绍宗、舒五昌编著《实变函数论与泛函分析》（上册）（高等教育出版社２０１０）分别有很好的叙述。

Ｖ．Ａ．Ｚｏｒｉｃｈ著“Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ　Ａｎａｌｙｓｉｓ”的卷１及卷２，对微分流形的基本定义有极好的叙述，指出对于图（ｃｈａｒｔ）的定义可以既基

于微分同胚也可以基于秩定理。



图１　微分学及积分学知识体系框架
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对应于非数学以及数学专业），故我们可以设计系列课程（包括选修课）以完成上述知识体系的讲述［７］。随

着，我们对自然及非自然世界认识的深入，按上述特征提升我们的微积分知识体系具有深远的意义。
鉴于力学的主要研究隶属连续介质力学并因此而独立于物理学，故本文将现代张量分析［８］以及基于

其上的连续介质力学［９－１１］作为力学之专业基础知识体系。

图２　现代张量分析以及基于其上的连续介质力学知识体系

Ｆｉｇ．２　Ｔｈｅ　ｆｒａｍｅ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｋｎｏｗｌｅｄｇｅ　ｓｙｓｔｅｍｓ　ｗｉｔｈ　ｒｅｓｐｅｃｔ　ｔｏ

ｍｏｄｅｒｎ　ｔｅｎｓｏｒ　ａｎａｌｙｓｉｓ　ｗｉｔｈ　ｃｏｎｔｉｎｕｕｍ　ｍｅｃｈａｎｉｃｓ　ｂａｓｅｄ　ｏｎ　ｉｔ

连续介质力学可谓力学学科的基石。类比于单参数向量值映照对于质点以及刚体力学研究的基础性

作用，作为多重线性函数的张量对于研究连续介质的有限变形等力学行为也是极为适合的数学工具。以

微积分的思想及方法研究单参数向量值映照或者多重线性函数，构成了向量分析或者张量分析的主要内

容。对于现代张量分析以及基于其上的连续介质力学知识体系，如图２所示，我们注重以下特征①：①对

于Ｅｕｃｌｉｄ空间②上的张量分析，主要表现为将张量定义为多重线性函数，籍此基于简单张量获得张量的表

达形式，张量分量间的转换关系等；引入外积运算，以此研究二阶张量的各种代数性质等；基于一般赋范线

性空间上的微分学，研 究 张 量 场 映 照 微 分 学 以 此 开 展 一 般 曲 线 坐 标 系 下 张 量 场 场 论，研 究 一 般 张 量 映

照［１２］。②对于非Ｅｕｃｌｉｄ空间（Ｒｉｅｍａｎｎ流形）③上的张量分析，主要表现为引入微分流形上微积分的基本
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①

②

③

按本文作者相关教学研究与实践的现有程度，仅实现特征①；对特征②、③涉及的非Ｅｕｃｌｉｄ微分 流 形 上 的 张 量 分 析 以 及 基 于 其 上

的连续介质力学尚在进一步研究与实践中。此方面的研究可隶属“力学的几何化”。“力学几何化”的思想及方法在Ｖ．Ｉ．Ａｒｎｏｌｄ的 系 列 著

作中有着系统且深入的阐述，包括《经典力学的数学方法》、“Ｏｒｄｉｎａｒｙ　Ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ　Ｅｑｕａｔｉｏｎｓ”，“Ｐａｒｔｉａｌ　Ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ　Ｅｑｕａｔｉｏｎｓ”，“Ｔｏｐｏｌｏｇｉｃａｌ
Ｍｅｔｈｏｄｓ　ｉｎ　Ｈｙｄｒｏｄｙｎａｍｉｃｓ”等。

本文中出现的Ｅｕｃｌｉｄ空间以及Ｅｕｃｌｉｄ微分流形指分析中Ｒｉｅｍａｎｎ－Ｃｈｒｉｓｔｏｆｆｅｌ张量处处为零。

本文中出现的非Ｅｕｃｌｉｄ空间以及非Ｅｕｃｌｉｄ微分流形指分析中Ｒｉｅｍａｎｎ－Ｃｈｒｉｓｔｏｆｆｅｌ张量非处处为零。



思想及 方 法；基 于 相 对 不 同 曲 线 坐 标 系 下 的 分 量 间 的 转 换 关 系 定 义 张 量，Ｒｉｅｍａｎｎ度 量、Ｒｉｅｍａｎｎ联 络

（Ｃｈｒｉｓｔｏｆｆｅｌ符号）以及协变微分等①。从思想和方法上而言，非Ｅｕｃｌｉｄ空间上的张量分析应涵盖Ｅｕｃｌｉｄ空

间上的张量分析。③按理性力学的观点研究连续介质力学，首先基于连续介质的几何形态区分Ｅｕｃｌｉｄ微

分流形以及非Ｅｕｃｌｉｄ微分流形，然后充分基于力学、物理、现代张量分析以及现代微分几何等的思想及方

法研究发生于连续介质之上的力学、物理，甚至化学、生理过程等②。
对于各门知识体系，我们先将其归类成若干“知识点”（ｋｎｏｗｌｅｄｇｅ　ｐｏｉｎｔ），而每个知识点又由若干“知

识要素”（ｋｎｏｗｌｅｄｇｅ　ｅｌｅｍｅｎｔ）组成。知识点为认识或处理相关问题所需的定义、结论以及相关研究思想

及方法的知识集合，具有一定独立性或功用性；知识要素即为上述知识集合的核心内容。以“知识点＋知

识要素”组织知识体系，有助于澄清知识体系的发展脉络及发展特征。

２　微分学知识体系的辐射性发展特征

众所周知，微积分的核心基础为极限，理解对某种“逼近行为”的刻画。进一步，微积分中的极限可以

归纳为三类：点列极限，包含级数定义；映照极限，包含可微性定义；部分和极限，主要用于各类积分定义。
从广度而言，微积分知识体系主要包括微分学、积分学以及级数；从深度而言，可以分类为一维Ｅｕｃｌｉｄ

空间瓗１、有限维Ｅｕｃｌｉｄ空间瓗ｍ 以及一般赋范线性空间上的微分学。

图３　微积分知识体系的辐射式发展特征

Ｆｉｇ．３　Ｔｈｅ　ｓｋｅｔｃｈ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｒａｄｉｃａｌ　ｄｅｖｅｌｏｐｍｅｎｔ　ｐｒｏｐｅｒｔｙ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｋｎｏｗｌｅｄｇｅ　ｓｙｓｔｅｍ　ｏｆ　ｃａｌｃｕｌｕｓ

对于一维Ｅｕｃｌｉｄ空间上的微积分，我们可以归纳函数极限，函数导数，定积分，反函数定理等知识点。
然而，这些知识点的归纳仍然适用于有限维Ｅｕｃｌｉｄ空间，甚至一般赋范线性空间上的微积分知识体系，如

图３所示。特别对于微分学而言，各层次上的知识体系具有高度的相似性，表现为知识点基本一致，且理

论发展的基本思想及方法基本一致。对此我们在教学中，充分反映“温故而知新”的认知效果，注重基于已
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①

②

（俄）米先柯，（俄）福明柯著（张爱和译）《微分几何与拓扑学简明教程》应对相关知识体系的建立提供很好的借鉴。

李开泰，黄艾香著《张量分析及其应用》（科学出版社２００４）涉及张量分析在流体机械等方面的应用。



有的知识发展新的知识。

２．１　辐射性发展事例：映照可微性

映照可微性的实质为由于自变量变化而引起的因变量的变化可由线性映照近似，且误差为一阶无穷

小量；“导数”以及“微分”则按映照的类型具有相应的表现形式。上述映照的可微性刻画需要自变量空间

及值域空间均为赋范线性空间。本文按此统一认识列举力学中涉及的主要映照类型如下

§１．有限维Ｅｕｃｌｉｄ之间的向量值映照：ｆ（ｘ）：瓗ｍΩ瓡ｘ→ｆ（ｘ）∈瓗ｎ，其可微性定义为

ｆ（ｘ＋ｈ）＝ｆ（ｘ）＋ｄｆｄｘ
（ｘ）（ｈ）＋ｏ（｜ｈ｜瓗ｍ），此处ｄｆ

ｄｘ
（ｘ）∈Ｌ（瓗ｍ，瓗ｎ）

引入瓗ｍ 上范数：｜ξ｜瓗ｍ＝ （ξ，ξ）瓗槡 ｍ ，则有

ｆ（ｘ＋ｈ）＝ｆ（ｘ）＋Ｄｆ（ｘ）·ｈ＋ｏ（｜ｈ｜瓗ｍ）∈瓗
ｎ，此处Ｄｆ（ｘ）＝

ｆα

ｘｉ
（ｘ［ ］）∈瓗ｎ×ｍ①。

§２．张量场映照：Φ（ｘ）：瓗ｍΩ瓡ｘ→Φ（ｘ）Φｉ
·ｋ
·ｊ （ｘ）ｇｉｇｊｇｋ（ｘ）∈Ｔ

３（瓗ｍ），此处以瓗ｍ 上三阶

张量为例，其可微性定义为

Φ（ｘ＋ｈ）＝Φ（ｘ）＋ｄΦｄｘ
（ｘ）（ｈ）＋ｏ（｜ｈ｜瓗ｍ），此处ｄΦ

ｄｘ
（ｘ）∈Ｌ（瓗ｍ，Ｔ３（瓗ｍ））。

引入Ｔ３（瓗ｍ）上范数：｜Φ｜Ｔ３（瓗ｍ） Φ⊙槡 Φ＝ ΦｉｊｋΦｉｊ槡 ｋ，则有

Φ（ｘ＋ｈ）＝Φ（ｘ）＋ｌΦｉ
·ｋ
·ｊ （ｘ）ｇｉｇｊｇｋ（ｘ）·ｈ

ｌ＋ｏ（｜ｈ｜瓗ｍ）

　Φ（ｘ）＋［ｐΦ
ｉ·ｋ
·ｊ （ｘ）ｇｉｇｊｇｋｇ　ｐ（ｘ）］·［ｈ

ｌｇｌ（ｘ）］＝：Φ（ｘ）＋（Φ）（ｘ）·Ｈ∈Ｔ３（瓗ｍ）

此处ｄΦ
ｄｘ
（ｘ）（ｈ）＝（Φ）（ｘ）·ｈ，Ｈ：＝ｈｌｇｌ（ｘ）为物理空间中的位移。可见，张量分析中张量场的梯

度实质为张量场的“导数”②。

§３．泛函：Ｃｐ（Ω）瓡ｆ（ｘ）→Ｆ［ｆ］∫
Ω

Ｌ（ｘ，ｆ（ｘ），ｆ（ｘ））ｄτ∈瓗，其可微性定义为

Ｆ（ｆ＋ｈ）＝Ｆ（ｆ）＋ｄ　Ｆｄｆ
（ｆ）（ｈ）＋ｏ（｜ｈ｜Ｃｐ（Ω）），此处ｄ　Ｆ

ｄｆ
（ｆ）∈Ｌ（Ｃｐ（Ω），瓗）。

利用微分同方向导数间的关系：ｄ　Ｆ
ｄｆ
（ｆ）（ｈ）＝ＤｈＦ（ｆ）ｌｉｍ

λ→０

Ｆ（ｆ＋λ·ｈ）－Ｆ（ｆ）
λ ∈瓗③，可基于微积分获

得变分临界点所需满足的Ｌａｇｒａｎｇｅ－Ｅｕｌｅｒ方程

ｄ
ｄｘ

Ｌ
ｆ

（ｘ，ｆ（ｘ），ｆ（ｘ［ ］））－Ｌｆ（ｘ，ｆ（ｘ），ｆ（ｘ））＝０。
２．２　辐射性发展事例：隐映照定理及逆映照定理

有限维Ｅｕｃｌｉｄ空间中的隐映照定理及逆映照定理（微分同胚局部存在性定理）可谓有限维Ｅｕｃｌｉｄ空

间上微分学中最为困难和最为重要的结论。上述定理，无论在数学领域还是力学领域都有诸多重要的应

用，例如前者为约束表示，后者为Ｌｅｇｅｎｄｒｅ变换提供了理论基础。
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①

②

③

可参见张筑生著《数学分析新讲》第２册。

按本文作者所知，尚未见张量分析有关教程或专著以此方法引入张量场梯度（其 分 量 形 式 自 然 涉 及 协 变 导 数 的 定 义）。基 于 多 次

教学实践，本文认为就Ｅｕｃｌｉｄ空间上的张量分析以张量场可微性引入张量场梯度显得较为严格；作为一般赋范线性空间上微分学的具体实

践，也易于获得张量场高阶导数等具体形式。另一方面，基于张量场的可微性，即可获得张量场方向导数（包含偏导数）的表达式，籍此可通

过引入形式偏导数获得张量场的各种场论微分运算。

相关教程中泛函变分的具体计算基本采用方向导数的形式；但指明此做法的依据 为 泛 函 微 分 等 于 相 应 的 方 向 导 数 有 助 于 正 本 清

源。按一般赋范线性空间上的微分学，任何赋范线性空间之间映照的微分都等于相应的方向导数，且高阶微分的计算也表现为多次方向导

数的计算。



我们可基于有限维Ｅｕｃｌｉｄ空 间 中 有 界 闭 集 上 的 压 缩 映 照 定 理（不 动 点 定 理）构 造 性 地 证 明 上 述 定

理①。然而，完备的赋范线性空间（亦为Ｂａｎａｃｈ空间）中依然成立有有界闭集上的压缩映照定理。故对于

一般赋范线性空间之间的映照，当值域空间为Ｂａｎａｃｈ空间时仍成立有隐映照定理和逆映照定理，且分析

的思想和方法几乎完全一致于有限维Ｅｕｃｌｉｄ空间上的分析。
例如，对于张量Φ∈Ｔｒ（瓗ｍ），Ψ∈Ｔｓ（瓗ｍ），满足约束方程ｆ（Φ，Ψ）＝０∈Ｔｔ（瓗ｍ），此处认为约束

方程具有足够的正则性。如果，存在Φ０∈Ｔｒ（瓗ｍ），Ψ０∈Ｔｓ（瓗ｍ），满足

１．ｆ（Φ０，Ψ０）＝０
２．ＤΨｆ（Φ０，Ψ０）∈Ｌ（Ｔｓ（瓗ｍ），Ｔｔ（瓗ｍ））为可逆有界线性算子

则有，约束方程在（Φ０，Ψ０）点附近确定了映照：Ψ＝ｇ（Φ）∈Ｔｓ（瓗ｍ），满足ｆ（Φ，ｇ（Φ））＝０∈Ｔｔ（瓗ｍ）
且有

ＤΦｆ（Φ，ｇ（Φ））＋ＤΨｆ（Φ，ｇ（Φ））Ｄｇ（Φ）＝０∈Ｌ（Ｔ
ｒ（瓗ｍ），Ｔｔ（瓗ｍ））。

３　知识体系架构：知识点及知识要素

对于一门知识体系，我们建议先以知识点为单位归纳知识体系，然后对每一知识点再归结为若干知识

要素，藉此清晰化和条理化知识体系；在教学中，我们可以知识点安排教学进度。以下列举我们在相关教

学研究与实践中的若干事例。

３．１　知识点事例：微积分中“无限小增量公式”②

对于函数局部性质的研究，微积分中所提供的主要方法为无限小增量公式

ｆ（ｘ）＝ ｃ０ ＋∑
ｎ

ｋ＝１
ｃｋ（ｘ－ｘ０）［ ］ｋ ＋ｏ（（ｘ－ｘ０）ｎ）

亦即在ｘ０ 点附近利用高阶多项式进行逼近。对此知识点，我们归纳如下的知识要素：①直接基于无限小

增量公式，获得基本初等函数的多项式逼近。如：１
１－ｘ＝１＋∑

ｎ

ｋ＝１
ｘｋ＋ｏ（ｘｎ）。②复合函数极限定理。如

基于 １
１－ｘ

的逼近，可得 １
１＋ｘ３

＝１＋∑
ｎ

ｋ＝１

（－ｘ３）ｋ＋ｏ（ｘ３　ｎ）。③由ｆ（ｘ）逼近式，经“逐项求导”获得ｄｆ
ｄｘ
（ｘ）

的逼近式，经“逐项求积”获得的逼近式∫ｆ（ｘ）ｄｘ。④基于Ｌａｎｄａｕ符号实践“抓住主要矛盾、忽略次要矛

盾”。如ｏ（λ·ｘｐ＋ｏ（ｘｐ））＝ｏ（ｘｐ），λ∈瓗③等。
作为应用事例，我们可有如下分析

ｌｎ　ｃｏｓ　ｘ＝ｌｎ　１－ｘ
２

２＋ｏ
（ｘ３（ ））＝－ｘ

２

２＋ｏ
（ｘ３）－１２

· －ｘ
２

２＋ｏ
（ｘ３（ ））

２

＋ｏ －ｘ
２

２＋ｏ
（ｘ３（ ））（ ）

２

＝－ｘ
２

２＋ｏ
（ｘ３）＋ｏ（ｘ４）＝－ｘ

２

２＋ｏ
（ｘ３）

一般而言，基于上述四个要素，我们能系统化地获得复杂函数的无限小增量公式。

３．２　知识点事例：张量分析中“三维Ｅｕｃｌｉｄ空间中张量场场论恒等式推导”④

连续介质力学中，我们常需要推导各种形式的张量场场论恒等式。对此，我们归纳如下的知识要素
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①

②

③

④

多有著作基于隐映照定理或逆映照定理推出逆映照定理或隐映照定理；然而，可基于压缩映照定理独立地证明隐映照定理和逆映

照定理，具体的技术性处理，张筑生著《数学分析新讲》（第２册）以及Ｖ．Ａ．Ｚｏｒｉｃｈ著“Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ　Ａｎａｌｙｓｉｓ”（Ｖｏｌ．２）都有极其清晰的叙述，

且基本思想及方法基本一致。

本知识点事例，基于张筑生著《数学分析新讲》（第２册）有关内容进行归纳；第④点由本文补充。

此关系式由本文归纳，将基本初等函数的多项式逼近结合复合函数极限定理，常 常 得 到 此 关 系 式 的 左 方 形 式；基 于 此 关 系 就 能 得

以简化。需指出，有教程在具体问题处理过程中出现左方形式，但未提及必要的说明。

本知识点事例，基于郭仲衡著《张量（理论和应用）》有关内容进行归纳；本文未有补充内容。



Ｅｄｄｉｎｇｔｏｎ张量同度量张量之间的关系：∈ｉｊｋ·∈ｉｐｑ＝δｊｐδ
ｋ
ｑ－δ

ｋ
ｐδｊｑ①，此处∈ｉｊｋ为Ｅｄｄｉｎｇｔｏｎ张量的协变分

量，Ｋｒｏｎｅｃｋｅｒ符号δｊｐ 为度量张量的混合型分量。此关系式亦可称为置换符号同Ｋｒｏｎｅｃｋｅｒ符号间的关

系。②Ｒｉｃｃｉ引理：度量张量、Ｅｄｄｉｎｇｔｏｎ张量对所有坐标曲线的偏导数为零，亦即ｌ∈
ｉｊｋ（ｘ），ｌｇｉｊ（ｘ）等

均为零。微分几何中，Ｒｉｃｃｉ引理对应现联络或共变微分同Ｒｉｅｍａｎｎ度量相容。③Ｅｕｃｌｉｄ空间基本性质：
张量分量的协变导数可以交换次序，亦即ｐｑ＝ｑｐ。微分几何 中，Ｅｕｃｌｉｄ性（空 间 的 平 坦 性）对 应

Ｒｉｅｍａｎｎ－Ｃｈｒｉｓｔｏｆｆｅｌ张量为零。
作为应用事例，我们对任意二阶张量场Φ＝Φｋ·ｔｇｋｇｔ 作如下分析

×（×Φ）＝×（∈ｉｊｋｊΦ
ｋ
·ｔｇｉｇｔ）＝∈ｒｓｉｓ（∈ｉｊｋ

ｊΦｋ·ｔ）ｇｒｇｔ＝∈ｒｓｉ∈ｊｋｉｓ（
ｊΦｋ·ｔ）ｇｒｇｔ

＝（δｒｊδｓｋ－δｓｊδ
ｒ
ｋ）ｓ（ｊΦｋ·ｔ）ｇｒｇｔ＝ｊ（ｋΦｋ·ｔ）ｇｊｇ

ｔ－ｊ（
ｊΦｋ·ｔ）ｇｋｇｔ

＝：（·Φ）－ΔΦ

按分析过程，可见上述张量场恒等式适用于任意阶张量场。一般而言，基于上述知识要素，我们可以顺利

地导出诸多张量场场论恒等式，且均在一般曲线坐标系下进行分析。一般教程或专著中，场论恒等式的推

导常常在Ｃａｒｔｅｓｉａｎ坐标系下进行。基于上述知识要素，可见一般曲线坐标系下场论分析较Ｃａｒｔｅｓｉａｎ坐

标系下分析并不增加任何复杂性；然而基于前者的分析，可以获得场论恒等式相对于一般曲线坐标系所诱

导的局部基的分量方程。

３．３　知识点事例：张量分析中“完整基下定义的张量梯度在非完整基下的表示”②

连续介质力学中常常需要获得张量场梯度（包括籍此衍生的各种场论运算）的分量表示，如在“单位正

交的球坐标系”下获得对流项、Ｌａｐｌａｃｅ项等的表达形式。按严格定义，曲线坐标系即为微分同胚，对此可

称此曲线坐标系完整系，其诱导的基称为完整基。故常用的“单位正交的球坐标系”并非真正的曲线坐标

系，而是对完整的“正交的球坐标系”所诱导的局部基经过单位化而得的单位正交基。此单位正交基并非

由曲线坐标（微分同胚）直接诱导，故为非完整基。
对此知识点，其知识要素可归纳如下：①张量分量的坐标转换关系。以三阶张量为例，其基于完整系

定义的梯度为

Φ（ｘ）：＝ｌΦｉ
·ｋ
·ｊ （ｘ）ｇ

ｌｇｉｇｊｇｋ（ｘ）＝：（θ）Φ
（α）·（γ）
·（β） （ｘ）ｇ

（θ）ｇ（α）ｇ
（β）ｇ（γ）（ｘ）

此处｛ｇｉ｝和｛ｇ（ｉ）｝分 别 为 完 整 基 和 非 完 整 基，其 间 满 足 转 换 关 系ｇ（θ）：＝Ｃ
ｌ
（θ）ｇｌ，ｇ

（θ）：＝Ｃ（θ）
ｌ ｇｌ。（θ）

Φ（α）·（γ）
·（β） （ｘ）为张量场梯 度 在 非 完 整 基 下 的 分 量，满 足 张 量 分 量 的 坐 标 转 换 关 系（θ）Φ

（α）·（θ）
·（β） （ｘ）＝Ｃｌ（θ）

Ｃ（α）
ｌ Ｃｊ（β）Ｃ

（γ）
ｋ （ｘ）·ｌΦｉ

·ｋ
·ｊ （ｘ）。②基本思想为构造 “非完整基下的形式协变导数”，涉及形式偏导数、形

式Ｃｈｒｉｓｔｏｆｆｅｌ符号以及形式协变导数，如下所示

形式导数：（θ）：＝Ｃ
ｌ
（θ）ｌ

Ｃｈｒｉｓｔｏｆｆｅｌ符号：Γ（θ）
（α）（β）（ｘ）：＝Ｃ

（θ）
ｋ Ｃｉ（α）Ｃｊ（β）（ｘ）·Γ

ｋ
ｉｊ（ｘ）－Ｃ

ｉ
（α）Ｃｊ（β）（ｘ）·

Ｃ（θ）
ｊ

ｘｉ
（ｘ）

协变导数：（θ）Φ
（α）·（γ）
·（β） （ｘ）：＝（θ）Φ

（α）·（γ）
·（β） （ｘ）＋Γ（α）

（θ）（μ）Φ
（μ）·（γ）
·（β） －Γ（μ）

（θ）（β）Φ
（α）·（γ）
·（μ） ＋Γ（γ）

（θ）（μ）Φ
（α）·（μ）
·（β）

按上述计算过程获得的形式协变导数即为非完整基下的张量场梯度分量

③完整基为正交基，非完整基为单位正交基情况，形式协变导数的简单形式

形式导数：（θ）：＝Ｃ
ｌ
（θ）ｌ＝

１
ｇ槡 θθ

ｌ

Ｃｈｒｉｓｔｏｆｆｅｌ符号：Γ〈αβα〉＝－Γ〈ααβ〉＝ １
ｇ槡 ββ

·ｌｎ ｇ槡 αα

ｘβ
（α≠β），其余自然为零

协变导数：〈θ〉Φ〈αβγ〉（ｘ）：＝（θ）Φ〈αβγ〉（ｘ）＋Γ〈θμα〉Φ〈μβγ〉＋Γ〈θμβ〉Φ〈αμγ〉＋Γ〈θμγ〉Φ〈αβμ〉
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①

②

此处ｉ为哑标，遵循Ｅｉｎｓｔｅｉｎ求和约定。

本知识点事例，基于郭仲衡著《张量（理论和应用）》有关内容进行归纳；本文未有补充内容。



籍此，可正确、便捷地获得任意单位正交基下张量场梯度的分量表示形式。

３．４　知识点事例：连续介质力学中一般形式的输运定理①

类似与微积分中的第一类、第二类曲线和曲面积分，我们将输运定理分成第一类和第二类。此知识点

的知识要素，归类如下：①当前构型下有向线元、有向面元的变化率，称为第二类变形率；线元、面元以及体

元的变化率，称为第一类变形率。上述二类变化率均由变形梯度刻画。②结合微积分中第一类、第二类曲

线、曲面积分以及体积分，即得第一类、第二类物质系统输运定理。③对于控制系统输运方程，将控制线、

面以及体考虑为另一类连续介质，则上述分析仍然适用。

具体内容，如下所述。

由ｄ　Ｘ
ｔ

ｄλ
（λ）＝Ｆ·ｄ　Ｘ

０

ｄλ
（λ），此处Ｆｘ

ｉ

ξＡ
（ξ，ｔ）ｇｉ（ｘ）ＧＡ（ξ）为变形梯度，现｛ｘｉ｝和｛ξＡ｝分别为初始

物理构形和当前物理构形对应的曲线坐标系，｛ｇｉ（ｘ）｝和｛ＧＡ（ξ）｝分别为对应的局部基。基于Ｎａｒｓｏｎ公

式，可得第二类变形率②

 有向线元变化率ｄ　Ｘ
ｔ

ｄλ
（λ）

·

＝Ｌ·ｄ　Ｘ
ｔ

ｄλ
（λ），此处Ｘ

ｔ
（λ）∈瓗３ 为当前物理构形中曲线的向量值映照表示，λ

∈瓗为参数；ＬＶ为速度梯度，Ｖ 为速度。

 有向面元变化率Ｘ
ｔ

λ×
Ｘ

ｔ

μ
（λ，μ）

·

＝Ｂ· Ｘ
ｔ

λ×
Ｘ

ｔ

μ
（λ，μ［ ］），此处Ｘ

ｔ
（λ，μ）∈瓗３ 为当前物理构形中曲

面的向量值映照表示，（λ，μ）∈瓗２ 为参数；ＢθＩ－Ｖ 为面变形梯度，θＶ·为速度散度。

籍此，将上述第二类变形率结合微积分中第二类曲线、曲面积分计算，即可得第二类输运定理

 第二类线输运

ｄ
ｄｔ∫

ｔ
γ

Φ＊τｄｌ＝ｄｄｔ∫
β

α

Φ＊ｄ　Ｘ
ｔ

ｄλ
（λ）ｄλ＝∫

ｔ
γ

Φ＊τｄｌ＋∫
ｔ
γ

Φ＊（Ｌ·τ）ｄｌ

 第二类面输运

ｄ
ｄｔ∫

ｔ

∑

Φ＊ｎｄσ＝ｄｄｔ∫
Ｄλμ

Φ＊ Ｘ
ｔ

λ×
Ｘ

ｔ

μ
（λ，μ［ ］）ｄσ＝∫

ｔ

∑

Φ＊ｎｄσ＋∫
ｔ

∑

Φ＊（Ｂ·ｎ）ｄσ

上述＊表示任何合法的张量代数运算，如张量并，点积、叉乘等。

将第二类变形率结合内积运算，可得第一类变形率

 线元模变化率 ｄ　Ｘ
ｔ

ｄλ

·

（λ）＝τ·Ｌ·τ ｄ　Ｘ
ｔ

ｄλ
（λ）＝τ·Ｄ·τ ｄ　Ｘ

ｔ

ｄλ
（λ），此处τ为单位切向量，Ｄ１２

（Ｖ

＋Ｖ）为变形率；

 面元模变化率 Ｘ
ｔ

λ×
Ｘ

ｔ

μ

·

（λ，μ）＝ｎ·Ｂ·ｎ Ｘ
ｔ

λ×
Ｘ

ｔ

μ
（λ，μ），此处ｎ为单位法向量；
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①

②

本知识点事例，借鉴郭仲衡著《非线性弹性理论》有关内容进行归纳。本文认为，仅需基于变形梯度的相关性质并结合微积分中曲

线、曲面以及体积分的相关计算式，即可严格获得张量场的各种输运定理。郭仲衡著《非线性弹性理论》着重张量二点形 式 的 表 示；基 于 张

量的简单张量表示，本文认为张量的一点、二点或者多点表示形式并非本质，故在相关教学中充分利用《非线性弹性理论》中 的 有 限 变 形 理

论，而不强调张量的上述表示形式。

此处借鉴郭仲衡著《非线性弹性理论》中变形梯度和线、面、体元素变换间的关系，本文相应地获得变形梯度同当前物理构形中线、

面、体之向量值映照的相关导数或偏导数之间的关系（实际上述处理均利用向量值映照的链式求导法则，可自然“诱导出”变形 梯 度），由 此

对输运定理的处理可完全融合于微积分中的相关处理。黄克智、薛明德、陆明万编著的《张量分析》（清华大学出版社，２００３），直接按变形梯

度和线、面、体元素变换间的有关关系，“直接”推导了第二类形式的Ｒｅｙｎｏｌｄｓ输运定理，但未提及本文中的第一类线及面输运形式。



 体元模变化率 Ｘ
ｔ

λ
，Ｘ

ｔ

μ
，Ｘ

ｔ

［ ］ν （λ，μ，ν）

·

＝θ Ｘ
ｔ

λ
，Ｘ

ｔ

μ
，Ｘ

ｔ

［ ］ν （λ，μ，ν）。

籍此，将上述第一类变形率结合微积分中第一类曲线、曲面积分以及体积分计算可得第一类输运形式①

 第一类线输运

ｄ
ｄｔ∫

ｔ
γ

Φｄｌ＝ｄｄｔ∫
β

α

Φ ｄ　Ｘ
ｔ

ｄλ
（λ）ｄλ＝∫

ｔ
γ

Φｄｌ＋∫
ｔ
γ

Φ（τ·Ｄ·τ）ｄｌ

 第一类面输运

ｄ
ｄｔ∫

ｔ

∑

Φｄσ＝ｄｄｔ∫
Ｄλμ

Φ Ｘ
ｔ

λ×
Ｘ

ｔ

μ
（λ，μ）ｄσ＝∫

ｔ

∑

Φｄσ＋∫
ｔ

∑

Φθｄσ－∫
ｔ

∑

Φ（ｎ·Ｄ·ｎ）ｄσ

＝∫
ｔ

∑

Φ
ｔ
（ｘ，ｔ）＋·（ＶФ［ ］）ｄσ－∫

ｔ

∑

Ф（ｎ·Ｄ·ｎ）ｄσ

 体输运

ｄ
ｄｔ∫

ｔ
Ｖ

Φｄｖ＝ｄｄｔ∫
Ｄλμν

Φ Ｘ
ｔ

λ
，Ｘ

ｔ

μ
，Ｘ

ｔ

［ ］ν （λ，μ，ν）ｄｖ＝∫
ｔ
Ｖ

Φｄｖ＋∫
ｔ
Ｖ

Φθｄｖ

＝∫
ｔ
Ｖ

Φ
ｔ
（ｘ，ｔ）＋·（ＶΦ［ ］）ｄσ＝∫

ｔ
Ｖ

Φ
ｔ
（ｘ，ｔ）ｄｖ＋∮

ｔ
Ｖ

Φ（Ｖ·ｎ）ｄｖ

对于控制系统输运方程，将控制线、面以及体考虑为另一类连续介质，则上述分析仍然适用；具体输运

形式，仅需将上述物质输运定理中的速度更换为控制系统的速度。

４　数学通识

“数学通识”或者知识体系中的“工兵”。我们生活的世界丰富多彩，但上帝也许就用一样东西创造了

这些，这就是“数学机制”或“数学通识”（Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ　Ｇｅｎｅｒａｌｉｔｙ）——— 以某种数学结构或性质为载体，比

定理等结论具有更高的归纳性，跨越不同课程甚至学科。值得指出，Ｖ．Ｉ．Ａｒｎｏｌｄ在其“Ｏｎ　Ｔｅａｃｈｉｎｇ　Ｍａｔｈ－
ｅｍａｔｉｃｓ”中指出，诸如存在一个函数既控制所有四数平方和的表示也控制一个单摆的实际运动的事例对

于教学具有重要的意义，此种不同事物间的关系也能使我们领略到这个世界的和谐之美［１３］。

４．１　数学通识事例：“同时对角化”

线性代数中有结论：对任意 ｍ 阶 对 称 正 定 阵Ａ，任 意 对 称 阵Ｂ，存 在 非 奇 异 阵Ｇ，满 足ＧＴ　ＡＧ＝Ｉ，

ＧＴ　ＢＧ＝Λ，此处Ｉ为单位阵，Λ：＝ｄｉａｇ［λ１，…，λｍ］为对角阵，且λｉ∈瓗（１≤ｉ≤ｍ），｜Ｂ－λｉＡ｜＝０。此

结论称为同时对角化。
振动理论中，保守系统在平衡态附近的运动刻画为：设｛ｘｉ｝为曲线坐标，｛ｇｉｊ｝为其度量张量的协变分

量，则有

系统动能Ｔ（ｔ）＝１２ｇｉｊ
（ｘ（ｔ））ｘｉ（ｔ）ｘｊ（ｔ）＝：１２

ｘＴ·［ｇｉｊ］（ｘ（ｔ））·ｘ；

系统势能Ｕ（ｔ）＝１２
· ２　Ｕ
ｘｉｘｊ

（ｘ（ｔ））ｘｉ（ｔ）ｘｊ（ｔ）＝：１２ｘ
Ｔ（ｔ）· ２　Ｕ

ｘｉｘ［ ］ｊ （ｘ（ｔ））·ｘ（ｔ）。
此处，［ｇｉｊ］（ｘ（ｔ））为对称正定阵， ２　Ｕ

ｘｉｘ［ ］ｊ （ｘ（ｔ））为对称阵。基于上述的同时对角化，我们可以先简化
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① 参阅本文参考文献中郭仲衡、黄筑平以及谢多夫的相关专著，均未提及第一类线、面体输运形式。



动能和势能的形式，然后按Ｌａｇｒａｎｇｅ－Ｅｕｌｅｒ方程便得到解耦的简谐振动方程［１４，１５］。
微分几何中，ｍ＋１维Ｅｕｃｌｉｄ空间中光滑曲面的向量值映照刻画即为

Σ（ｘ）：瓗ｍＤｘ瓡ｘ→Σ（ｘ）∈瓗ｍ＋１

在其任意的非奇异点（亦即满足ＤΣ（ｘ）∈瓗（ｍ＋１）×ｍ 列满秩），则可定义Ａ（ＤΣ）Ｔ（ｘ）·ＤΣ（ｘ），Ｂ－
（ＤΣ）Ｔ（ｘ）·Ｄｎ（ｘ）（此处ｎ（ｘ）为单位法向量场）分别为 ｍ 阶对称正定阵和对称阵。基于同时对角化，

不仅可定义平均曲率和Ｇａｕｓｓ曲率分别为Ｈ∑
ｍ

ｉ＝１
λｉ，Ｋ∏

ｍ

ｉ＝１
λｉ，而且可澄清切空间中存在 ｍ 个相互

正交的主方向，沿某主方向的法截线的曲率恰为某特征值［１６］。
综上可见，如果我们所研究的事物中出现由对称正定阵以及对称阵决定的二次型，同时对角化就能起

到简化作用，藉此为获得相关结论提供实质性的支持。

４．２　数学通识事例：“反对称阵及其对偶向量”

微积分中众所周知的Ｓｔｏｋｅｓ公式为

∮
Ｃｘｙｚ

ａ（ｘ，ｙ，ｚ）·τｄｌ＝∫
∑

ｒｏｔａ（ｘ，ｙ，ｚ）·ｎｄσ，

此处设向量场为ａ（ｘ，ｙ，ｚ）＝（Ｐｉ＋Ｑｉ＋Ｒｋ）（ｘ，ｙ，ｚ），曲面Σ 的边界为封闭曲线Ｃｘｙｚ。一般微积分教

材对Ｓｔｏｋｅｓ公式的证明，往往独立计算得

∮
Ｃｘｙｚ

Ｐ（ｘ，ｙ，ｚ）ｉ·τｄｌ＝∫
∑

Ｐ
ｚｊ－

Ｐ
ｙ（ ）ｋ （ｘ，ｙ，ｚ）·ｎｄσ，

类似地可计算其它二个线积分，最终将三者相加即得结论。对此种证法，向量场的旋度似乎仅是计算所得

结果，缺乏较为物理的解释。

我们给出Ｓｔｏｋｅｓ公式如下的证明，此处线积分项∮
Ｃｘｙｚ

ａ（ｘ，ｙ，ｚ）·τｄｌ作为整体进行处理。

图４　Ｓｔｏｋｅｓ证明所用的图示

Ｆｉｇ．４　Ｔｈｅ　ｓｋｅｔｃｈｅｓ　ｕｔｉｌｉｚｅｄ　ｆｏｒ　ｔｈｅ　ｐｒｏｏｆ　ｏｆ　Ｓｔｏｋｅｓ　ｆｏｒｍｕｌａ

∮
Ｃｘｙｚ

ａ（ｘ，ｙ，ｚ）·τｄｌ＝∫
β

α

ａ（ｔ）·
ｄＣｘｙｚ
ｄｔ

（ｔ）ｄｔ

　＝∫
β

α

［Ｐ，Ｑ，Ｒ］（ｔ）· ＤΣ（Ｃｕｖ（ｔ））·
ｄＣｕｖ
ｄｔ
（ｔ（ ））ｄｔ

　＝∫
β

α

［Ｐ，Ｑ，Ｒ］（ｔ）·
ｘ／ｕ ｘ／ｖ
ｙ／ｕ ｙ／ｖ
ｚ／ｕ ｚ／

熿

燀

燄

燅ｖ

（ｕ（ｔ），ｖ（ｔ））·
ｕ
［ ］ｖ （ｔ）ｄｔ
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　＝∫
β

α

［Ｐ，Ｑ，Ｒ］
ｘ／ｕ
ｙ／ｕ
ｚ／

熿

燀

燄

燅ｕ

，［Ｐ，Ｑ，Ｒ］
ｘ／ｖ
ｙ／ｖ
ｚ／

熿

燀

燄

燅

熿

燀

燄

燅ｖ

（ｕ（ｔ），ｖ（ｔ））·
ｕ
［ ］ｖ （ｔ）ｄｔ（分块矩阵运算）

　＝∫
Ｃｕｖ（ｔ）

［Ｐ，Ｑ，Ｒ］
ｘ／ｕ
ｙ／ｕ
ｚ／

熿

燀

燄

燅ｕ
ｉ＋［Ｐ，Ｑ，Ｒ］

ｘ／ｖ
ｙ／ｖ
ｚ／

熿

燀

燄

燅ｖ

（ｕ，ｖ）
烄

烆

烌

烎

ｊ ·τｄｌ（参数空间中线积分）

　＝∫
Ｄｕｖ


ｕ

［Ｐ，Ｑ，Ｒ］
ｘ／ｖ
ｙ／ｖ
ｚ／

熿

燀

燄

燅

烄

烆

烌

烎ｖ
－ｖ

［Ｐ，Ｑ，Ｒ］
ｘ／ｕ
ｙ／ｕ
ｚ／

熿

燀

燄

燅

烄

烆

烌

烎
烅
烄

烆
烍
烌

烎ｕ

（ｕ，ｖ）ｄσ（参数空间中Ｇｒｅｅｎ公式）

此处


ｕ

［Ｐ，Ｑ，Ｒ］
ｘ／ｖ
ｙ／ｖ
ｚ／

熿

燀

燄

燅

烄

烆

烌

烎ｖ
－ｖ

［Ｐ，Ｑ，Ｒ］
ｘ／ｕ
ｙ／ｕ
ｚ／

熿

燀

燄

燅

烄

烆

烌

烎ｕ

　＝ ｕ
［Ｐ，Ｑ，Ｒ］·

ｘ／ｖ
ｙ／ｖ
ｚ／

熿

燀

燄

燅ｖ
＋［Ｐ，Ｑ，Ｒ］· ｕ

ｘ／ｖ
ｙ／ｖ
ｚ／

熿

燀

燄

燅ｖ

　　－ｖ
［Ｐ，Ｑ，Ｒ］·

ｘ／ｕ
ｙ／ｕ
ｚ／

熿

燀

燄

燅ｕ
－［Ｐ，Ｑ，Ｒ］·ｖ

ｘ／ｕ
ｙ／ｕ
ｚ／

熿

燀

燄

燅ｕ

　＝ ｕ
［Ｐ，Ｑ，Ｒ］·

ｘ／ｖ
ｙ／ｖ
ｚ／

熿

燀

燄

燅ｖ
－ｖ

［Ｐ，Ｑ，Ｒ］·
ｘ／ｕ
ｙ／ｕ
ｚ／

熿

燀

燄

燅ｕ

　＝［ｘ／ｖ　ｙ／ｖ　ｚ／ｖ］· ｕ

熿

燀

燄

燅

Ｐ
Ｑ
Ｒ
－［ｘ／ｕ　ｙ／ｕ　ｚ／ｕ］·ｖ

熿

燀

燄

燅

Ｐ
Ｑ
Ｒ

对此进一步计算可得

［ｘ／ｖ　ｙ／ｖ　ｚ／ｖ］· ｕ

熿

燀

燄

燅

Ｐ
Ｑ
Ｒ
－［ｘ／ｕ　ｙ／ｕ　ｚ／ｕ］·ｖ

熿

燀

燄

燅

Ｐ
Ｑ
Ｒ

　＝［ｘ／ｖ　ｙ／ｖ　ｚ／ｖ］·
Ｐ／ｘ Ｐ／ｙ Ｐ／ｚ
Ｑ／ｘ Ｑ／ｙ Ｑ／ｚ
Ｒ／ｘ Ｒ／ｙ Ｒ／

熿

燀

燄

燅ｚ

·
ｘ／ｕ
ｙ／ｕ
ｚ／

熿

燀

燄

燅ｕ

　　－［ｘ／ｕ　ｙ／ｕ　ｚ／ｕ］·
Ｐ／ｘ Ｐ／ｙ Ｐ／ｚ
Ｑ／ｘ Ｑ／ｙ Ｑ／ｚ
Ｒ／ｘ Ｒ／ｙ Ｒ／

熿

燀

燄

燅ｚ

·
ｘ／ｖ
ｙ／ｖ
ｚ／

熿

燀

燄

燅ｖ

　＝：ｂＴ　Ａａ－ａＴ　Ａｂ＝ｂＴ　Ａａ－ｂＴ　ＡＴａ＝ｂＴ（Ａ－ＡＴ）ａ＝：ｂＴΩａ

此处ΩＤΣ－（ＤΣ）Ｔ 为反对称矩阵。相关图示，请见图４。
考虑到，对一般三阶反对称矩阵Ω 有以下表达形式

Ω·ａ：＝［ｉ　ｊ　ｋ］
０ －ω３ ω２
ω３ ０ －ω１
－ω２ ω１

熿

燀

燄

燅０

·
ａ１
ａ２
ａ

熿

燀

燄

燅３

＝

ｉ　 ｊ　 ｋ
ω１ ω２ ω３
ａ１ ａ２ ａ３

＝ω×ａ
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此处ω＝ω１ｉ＋ω２ｊ＋ω３ｋ常称为反对称阵的对偶向量。

籍此，有：ｂＴΩａ＝ｂＴ
０ －ω３ ω２
ω３ ０ －ω１
－ω２ ω１

熿

燀

燄

燅０

·ａ＝ｂ·（ω×ａ）＝（ω×ａ）·ｂ＝（ａ×ｂ）·ω

此处ΩＡ－ＡＴ＝
０ Ｐ／ｙ－Ｑ／ｘ Ｐ／ｚ－Ｒ／ｘ

Ｑ／ｘ－Ｐ／ｙ　 ０ Ｑ／ｚ－Ｒ／ｙ
Ｒ／ｘ－Ｐ／ｚ Ｒ／ｙ－Ｑ／ｚ

熿

燀

燄

燅０

ｗ＝ Ｒ
ｙ
－Ｑ（ ）ｚｉ＋ Ｐ

ｚ－
Ｒ
（ ）ｘｊ＋ Ｑ

ｘ－
Ｐ
（ ）ｙ ｋ

综上得，ＲＨＳ＝∫
Ｄｕｖ

ｒｏｔａ（ｕ，ｖ）·（ｒｕ×ｒｖ）（ｕ，ｖ）ｄσ＝∫
∑

ｒｏｔａ（ｘ，ｙ，ｚ）·ｎｄσ。证明完毕。

上述证明清晰地表示：向量场旋度可理解为向量场作为向量值映照其Ｊａｃｏｂｉ阵反称化后所对应的对

偶向量；获得此结论的关键在于推导出了反对称阵及其对偶向量之间的关系。理论力学中，反对称阵及其

对偶向量之间的关系也是建立单参数向量值映照其相对固定参照系变化率与相对运动参照系变化率之间

关系的数学基础［１５］；由此也成为速度、加速度合成原理的数学基础。现在，微积分中的Ｓｔｏｋｅｓ公式也以此

为基础。上述关系似乎意示着“反对称阵及其对偶向量之间的关系”就是各种“旋转现象”的共有数学机

制。

５　数学知识体系同力学知识体系的关系

我们把数学理解为：认识自然及非自然世界的系统的思想和方法，而非仅是数学逻辑。由此，相关知

识体系的教学需要包括三部分：①数学定义所涉及内容的实际来源；②对定义所展开的逻辑分析（一般数

学课程的主要内容）；③数学逻辑所得数学结论（性质或定理等）对实际问题的指导作用。例如，微积分中

Ｇａｕｓｓ－Ｏｓｔｒｏｇｒａｄｓｋｉｉ公式源于定积分中的Ｎｅｗｔｏｎ－Ｌｅｉｂｉｎｚｅ公式，故其形式可为∮
Ｖ

φｎｄσ＝∫
Ｖ

φｄτ以

及∮
Ｖ

ａ·ｎｄσ＝∫
Ｖ

·ａｄτ。一般教程中往往仅叙述后者，而前者却是力学中最为常用的，籍此形式我们

可以几乎平凡地获得Ａｒｃｈｉｍｅｄｅｓ浮力定理。
对上述观点，在Ｖ．Ａ．Ｚｏｒｉｃｈ著“Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ　Ａｎａｌｙｓｉｓ”等俄罗斯数学教材等具有一流化水平的教程

或专著中有着深刻的表现。Ｖ．Ｉ．Ａｒｎｏｌｄ将Ａ．Ｚｏｒｉｃｈ著“Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ　Ａｎａｌｙｓｉｓ”赞誉为“迄今为止最好的

现代分析学教程”。Ｖ．Ｉ．Ａｒｎｏｌｄ甚至认为“Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ　ｉｓ　ａ　ｐａｒｔ　ｔｏ　ｐｈｙｓｉｃｓ．Ｐｈｙｓｉｃｓ　ｉｓ　ａｎ　ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌ
ｓｃｉｅｎｃｅ，ａｐａｒｔ　ｏｆ　ｎａｔｕｒａｌ　ｓｃｉｅｎｃｅｓ．Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ　ｉｓ　ｔｈｅ　ｐａｒｔ　ｏｆ　ｐｈｙｓｉｃｓ　ｗｈｅｒｅ　ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔｓ　ａｒｅ　ｃｈｅａｐ”

［１３］，
此处的物理应理解为包括力学等的广泛的物理范畴。

借鉴于Ｖ．Ｉ．Ａｒｎｏｌｄ有关数学同自然间的关系，结合自身的学习、教学与研究，我们将认识自然及非自

然世界的方法归纳为三种：“真实实验”、“数值实验”以及“数学实验”。前二者在力学、物理等学科上已为

共识。而数学实验基于数学建模及相关逻辑过程；她可能在某些情形下可以直接确定籍此类实验获得的

结论必为真理，而有些情形所得结论需基于实践检验。微积分中有关定积分的应用，基于数学建模（获得

基于微元的部分和）及分析（Ｒｉｅｍａｎｎ积分有关Ｄａｒｂｏｕｘ和理论）获得相关结论，包括：平面曲边梯形面积、
柱形体体积、旋成体侧面积、有限维Ｅｕｃｌｉｄ空间中曲线弧长等。建模过程中，前二者对应的部分和（对应

真实值）可由相关函数的Ｄａｒｂｏｕｘ小和和大和控制①，故可明确确认相应函数的积分必为真实值。而后二

者，由于真实值无法明确由相关函数的Ｄａｒｂｏｕｘ小和和大和控制，故对应的定积分是否为真实值，就必需

由实践加以检验。如对旋成体的侧面积计算，我们既可以用圆台侧面积近似也可以用圆柱侧面积近似，数
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学分析上都可获得相应函数的定积分，然而经实践检验前者为真理而后者不是。
对于力学从业者而言，将现代数学知识体系（思想及方法）联系与力学知识体系或者直接联系与自然

或非自然现象，往往需要我们对数学更为深刻的认识。一般而言，现代数学知识体系的思想及方法并非轻

而易举地就能服务于力学研究；她们往往需要经过我们的认识和理解，甚至做一定的“改造”以融合于力学

知识体系。

５．１　数学、力学知识体系间关系的事例：从Ｌａｇｒａｎｇｅ力学到Ｈａｍｉｌｔｏｎ力学

Ｖ．Ｉ．Ａｒｎｏｌｄ所著《经典力学中的数学方法》［１４］，倡导以几何的思想及方法认识并处理基本力学问题。
总体思想可认识为：①Ｌａｇｒａｎｇｅ力学：引入广义坐标｛ｑｉ｝ｉ＝Ｎｉ＝１ 作为力学系统的构形刻画，｛ｑｉ｝ｉ＝Ｎｉ＝１ 一般由相

应的变分原理（如最小作用原理等）控制，满足变分极值方程；以｛ｑｉ｝ｉ＝Ｎｉ＝１ 为Ｃａｒｔｅｓｉａｎ坐标定义相空间，由

此力学系统的构形刻画可等价于相空间中由变分原理所决定的轨迹；轨迹可作为相空间中的微分流形。

②Ｈａｍｉｌｔｏｎ力学：基于Ｌｅｇｅｎｄｒｅ变换，将Ｌａｇｒａｎｇｅ力学变换为Ｈａｍｉｌｔｏｎ力学，亦即将广义坐标｛ｑｉ｝ｉ＝Ｎｉ＝１

和广义速度｛ｑｉ｝ｉ＝Ｎｉ－１ 微分同胚意义下变换为广义坐标｛ｑｉ｝ｉ＝Ｎｉ＝１ 和广义动量｛ｐｉ｝ｉ＝Ｎｉ－１；以广义坐标、广义动量

构成新的２　Ｎ 维相空间，此时系统的构形刻画等价于由Ｈａｍｉｌｔｏｎ系统（动力系统）所决定的轨迹；新的相

空间具有自然的辛结构，轨迹可作为相空间中的微分流形。
按现有认识，我们觉得将上述几何化的思想及方法应用于具有有限自由度的系统（刚体系统）时较为

清晰，然而是否能够以及如何推广到无限自由度系统（如可变形介质体系）将是非常巨大的挑战。

图５　Ｌｉｅ导数定义所用的图示

Ｆｉｇ．５　Ｔｈｅ　ｓｋｅｔｃｈ　ｕｔｉｌｉｚｅｄ　ｆｏｒ　ｔｈｅ　ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎｓ　ｏｆ　Ｌｉｅ－ｄｅｒｉｖａｔｉｖｅ

５．２　数学、力学知识体系间关系的事例：Ｌｉｅ导数与物质导数、对流导数

任一较为标准的现代微分几何教程都会涉及Ｌｉｅ导数的定义，主要思想为基于坐标变换将同一轨线

上的张量场拉回至起始点，然 后 计 算 此 张 量 场 随 时 间 的 变 化 率［８，１４，１７］。值 得 指 出 的 是，一 般 数 学 文 献 中

Ｌｉｅ导数的定义将张量场默认为定常场（未曾明确指出），由此对Ｌｉｅ导数的相关诠释既有物质导数［８，１４］，
亦有对流导数［１７］。

按我们认识，按场观点，可将Ｌｉｅ导数定义为如下形式，如图５所示

① 定义Ｌｉｅ导数为沿“轨迹”的变化率，对应为物质导数

ＬＶΦ（ξ，ｔ０）：＝ｌｉｍ
ｔ→ｔ０

Φ（ｘ（ｔ；ξ），ｔ）－Φ（ξ，ｔ０）
ｔ－ｔ０

＝Φｔ
（ξ，ｔ０）＋Ｖ·Φ（ξ，ｔ０）

②定义Ｌｉｅ导数为沿“烟线”的变化率，对应为对流导数

ＬＶΦ（ξ，ｔ０）：＝ｌｉｍ
ｔ→ｔ０

Φ（ｘ（ｔ；ξ），ｔ）－Φ（ξ，ｔ）
ｔ－ｔ０

＝Ｖ·Φ（ξ，ｔ０）

对于定常情况，轨迹、烟线以及流线三者重合，故上述二者重合。进一步，我们可以证明

ＬＶΦｉ
·ｋ
·ｊ （ξ，ｔ０）＝Ｖ

ｌｌΦｉ
·ｋ
·ｊ －

Ｖｉ

ξＳ
·Φｓ·ｌ·ｊ ＋

Ｖｓ

ｘｊ
·Φｉ·ｋ·ｓ －

Ｖｋ

ξｓ
·Φｉ·ｓ·ｊ

＝Ｖｌ［ｌΦｉ
·ｋ
·ｊ ＋Γ

ｉ
ｌｓΦｓ

·ｋ
·ｊ －Γ

ｓ
ｌｊΦ

ｉ·ｋ
·ｓ ＋ΓｋｌｓΦｉ

·ｓ
·ｊ ］（ξ，ｔ０）＝：Ｖ

ｌｌΦｉ
·ｋ
·ｊ （ξ，ｔ０）
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一般数学文献，对于Ｌｉｅ导数的计算式仅有前一等式的形式；而第二等式的建立，使得Ｌｉｅ导数完全相容

于一般曲线坐标系下张量场分析中出现的对流导数项之形式。

６　总结

本文中我们将微积分作为力学之数学基础知识体系，将现代张量分析以及基于其上的连续介质力学

作为力学之专业基础知识体系。对于某一知识体系，我们可以归纳为若干知识点，而每一知识点归结为若

干知识要素。
所谓的对于知识体系的“正本清源”，包括：①对某一知识体系，以知识点及其所含的知识要素建立其

架构；并研究知识体系的发展特征。藉此，我们追求对某一知识体系的“融会贯通”。②隶属于不同知识体

系的知识点，其所属的知识要素可能是一致的；我们将此称为“数学通识”。藉此，我们追求不同知识体系

间的“触类旁通”。
对某一知识体系而言，其知识点及其知识要素可能会有不同的组织架构。然而，我们在教学研究与实

践中需要追求脉络清晰，反映本质的组织架构，有助对知识体系的深入理解和掌握。对于某一知识点，其

知识要素的组成也可有不同的归纳，甚至对于同一结论我们可以设计不同的论证方法。由此，我们需尽量

追求能反映自然机制的数学分析过程及表述形式，探求自然机制同数学机制（数学通识）之间的关系。
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