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教案讨论 

Bose-Einstein 凝结 

 

内容： 

1． 凝结 

2． 理论 

3． 实验 

 

要点： 

1． 物理上，说明产生凝结的原因是： 

(1) 波粒二象性引起的聚集效应； 

(2) 低能状态的稀少。 

2. 数学上，分析“相对粒子数”和化学势随温度的变化。 

3. 方法上，用图形帮助说明公式。 
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1. 凝结 

1.1 热力学极限 

在边长为 L的立方容器（体积 3LV = ）中，装有 N个粒子，密度为
V
N

=ρ ． 

无外场作用时，空间分析均匀，ρ是常数．对宏观体系，N极大， 2310~N ，

可取热力学极限： ∞→N ， ∞→V ，但保持密度 ρ不变．见图 1.1． 

粒子的动量为 p，自由粒子的动能为
m
p
2

)(
2

=pε ． 

      

py

px

pz

p
dp

 

 
 

1.2 动量空间 

粒子的状态由动量 ),,( x zy pppp 表述．在动量空间中，每个状态对应于一

点．见图 1.2． 
波粒二象性要求动量量子化： 

L
hnp ii = ， K,2,1,0 ±±=in ， 3,2,1=i ．             (1.1) 

能量最低的状态是 0=p ，零动量是基态．动量间隔为 

L
hpi =∆ ， ∞→L ．                      (1.2) 

对三维体系，动量空间中，每个状态占据的体积是 

V
h

L
hv

33

=





=∆ ．                       (1.3) 

由图 1.2 可知，在动量空间中，厚度为的球壳层中的状态数目是 

图 1.1 图 1.2 
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( )3
22 44
Lh
dpp

v
dppdn ππ

=
∆

= ，                    (1.4) 

所以，动量空间的态密度是 

3

24)(
h
Vp

dp
dnpD π

== ．                     (1.5) 

无外场时，粒子在坐标空间中的分布是均匀的．但是，在动量空间中，因为

m
p
2

)(
2

=pε ，动量大的粒子具有较高能量．在温度为T的平衡态下，能量愈高，

出现的几率愈小．因而，在动量空间中，粒子数按动量的分布 pa 是不均匀的，

动量愈大，粒子数 pa 愈少． 

 

1.3 经典分布 
平衡态的统计理论已求得分布几率，对于经典统计（Boltzmann 分布）， 

 kTAea )( p
p

ε−= ，                        (1.6) 

其中 A是归一化常数，由总粒子数 N确定： 

Na =∑
p

p ．                          (1.7) 

如果将 A用另一个参数µ表示成 kTeA µ≡ ， 

则(1.6)式可写成 

 [ ] kTea µε −−= )( p
p ．                        (1.8) 

µ称为“化学势”，也由(1.7)式确定，此时可写成 

Nee kTkT =∑ −

p

p)(εµ ．                      (1.9) 

将对 p的求和变为积分，即 ∫∑→ p
p

d
h
V

3 ，(1.9)式变为 N
h
Vdee kTkT =∫ −

3
)( ppεµ ，或 

∫ −
=

pp de
he

kT
kT

)(

3

ε
µ ρ

．                      (1.10) 

这说明µ是温度T和密度 ρ的函数，与 N和V 无直接关系．在热力学极限过程中，

µ不变． 
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由此可知，虽然 ∞→N ，但每个状态上的粒子数 pa 并不变．这是因为，在

热力学极限下， ∞→L ， Lhp =∆ 减少，状态数目在增加，这导致 ∞→N ． 

 

 

ap

p

T1

T2<T1
a0(T1)

a0(T2)

        

 

 

1
A0(T)=a0(T)/N

T

 

 

 

经典分布(1.8)式如图 1.3 所示，具有下述特点： 

(1) 在任何温度T（ 0>T K）下，任何状态 p上的粒子数目 pa 都是有限的，具有

零动量的粒子数 kTea µ=0 也是有限的． 

(2) 当温度固定时，取热力学极限，即在保持密度 ρ不变的条件下（此时 µ 不会

改变），让 ∞→N ．由于µ不变， 0a 则不变．相对于总粒子数 N，零动量上

粒子数的比例为 NaA 00 ≡ ，可称为“相对粒子数”．因此在热力学极限下，

相对粒子数 

00
0 →=
N
aA ．                        (1.11) 

(3) 当温度降低时，比较图 1.3 中的两条曲线（ 12 TT < ），粒子的分布向小动量区

域集中， 0a 愈来愈大，但永远是有限的数目．因而无论温度T（ 0>T K）如

何降低，零动量上的相对粒子数 0A 总是零．此特征如图 1.4 所示． 

结论： 

对于经典统计，当温度变化时，零动量上相对粒子数 )(0 TA 总是零，没有变

化，因而无相变． 

只有当 0→T 时，经典粒子全部停止运动，此时 1)0(0 =A ．相变只在绝对零

度上发生，无实际意义． 

 

图 1.3 图 1.4 
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1.4 化学势µ随温度的变化（经典统计） 

µ由总粒子数为 N的条件(1.9)式确定．此式可写成 

[ ] Ne kT =∑ −−

p

p µε )( ．                     (1.12) 

根据此式，不难证明，当 T降低时， µ 将增加：观察 (1.12)式左边的指数

[ ] kTµε −)( p ，当T降低时，分母变小．为了使求和保持为 N，分子 µε −)( p 也

得相应地变小，由于 )( pε 不随T而变，只能是µ变大． 

设 0=µ 对应的温度为 0T ，它由下式确定： 

Ne kT =∑ −

p

p 0)(ε ．                      (1.13) 

因此， )(Tµ 随T的变化如图 1.5 所示． 

µ(T)

T
T0

         

A0(T)

T
Tc

1

 
 
 
1.5 B-E 分布 

量子体系与经典体系的差别在于全同粒子是否可以分辨．当交换两个相同粒

子时，经典统计认为是不同的状态，量子统计认为是同一状态．由于此种差别，

对于 Bose 粒子，其统计分布变为 

[ ] 1
1

)( −
= − kTe

a µε pp ，                     (1.14) 

与经典分布(1.14)式的差别只是在分母上多了一项 1− ，若略去此项，(1.14)式就

回到经典统计． 

Bose 和 Einstein 在 1924 年从理论上发现，当温度降低时，会发生一种相变，

称为 B-E 凝结． 

 

1.6 B-E 凝结 

对于经典体系，前面已看到，当T降低时，具有零动量的相对粒子数 0A 总

图 1.5 图 1.6 
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是零（见图 1.4），不存在相变，粒子不会聚集到零动量状态上来． 

对于 Bose 粒子，零动量的相对粒子数 )(0 TA 不再总是零，而是如图 1.6 所示：

存在一个临界温度 cT ，当 cTT > 时， 0)(0 =TA ，当 cTT < 时， 0)(0 >TA ；当 0→T

时， 1)(0 →TA ． 

这说明，当温度降低到 cT 时，粒子开始向零动量状态上聚集．温度愈低，零

动量状态上的粒子就愈多．当 0→T 时，全部粒子都聚集到零动量状态上，这称

为 B-E 凝结． 

注意，这是在动量空间的凝结．由于动量为零的波函数在坐标空间是常数，

所以在坐标空间中，粒子分布仍是均匀的，不发生凝结． 

动量空间的凝结表示大量粒子都集中到一个量子态（基态）上，这些粒子都

具有相同的位相，是一种相干态．因为粒子总数 N是宏观量，所以 B-E 凝结是

一种宏观的量子效应．实际上它是超流和超导（Cooper 对的凝结）的机理． 
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2. 理论 

2.1 凝结的物理原因 
在介绍 B-E 凝结的理论之前，先说明一下凝结的物理原因，这来源于微观粒

子的波粒二象性． 

在经典统计中，粒子是定域的，任一时间都有确定的位置，因而每个粒子都

有各自的轨道．对于全同粒子，虽然它们的所有属性完全相同，但是，仍可根据

各自的轨道将它们辨别出来．所以经典统计中的全同粒子仍是可辨别的，交换两

个粒子就出现新的状态． 

在量子统计中，微观粒子具有波粒二象性，没有轨道，各个粒子的波函数相

互交叠，不能用轨道来辨认粒子．因此，量子统计与经典统计的根本差别就是：

全同粒子是不可辨别的，交换两个粒子不出现新的状态． 

对于 Bose 粒子（同一状态上可存在许多粒子），全同粒子的不可辨别性，就

带来了聚集的倾向，这可以从两方面来说明． 

1. 几率的对比 

下面通过一个例子来说明这一道理．设粒子具有自旋（ 1=S ），只能处于

1+=↑S 或 1−=↓S 两个状态． 

(a) 先讨论 3个粒子的简单情况． 

※ 对于经典统计，体系有下述 8（ 32 ）个状态（一种分布可有几个不同的状态）： 

 

↑ ↓  ↑ ↓  ↑ ↓  ↑ ↓ 

①   ①   ①    ① 
②   ②    ②  ②  
③    ③  ③   ③  

 

↑ ↓  ↑ ↓  ↑ ↓  ↑ ↓ 

 ①   ①   ①  ①  
 ②   ②  ②    ② 
 ③  ③    ③   ③ 

 

3 个粒子聚集在一起（↑态或者↓态）的几率为
4
1

8
2
==Cp ．非聚集的几率为

4
31 =−= CC pq ． 

※ 对于 Bose 统计，体系只有 4 个状态（一种分布只有一个状态）． 
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↑ ↓  ↑ ↓  ↑ ↓  ↑ ↓ 

○   ○    ○   ○ 
○   ○    ○   ○ 
○    ○  ○    ○ 

 

聚集在一起的几率为
2
1

4
2
==Qp ，非聚集的几率为

2
11 =−= QQ pq ． 

将量子情况与经典情况加以比较，可以看到：聚集的几率增加了一倍（从经

典下的
4
1
增加为量子下的

2
1
），非聚集的几率则下降了（从经典下的

4
3
减少为量

子下的
2
1
），这说明全同粒子的不可分辨性产生了聚集性． 

(b) 再讨论对不同的聚集和离散程度，几率的变化． 
上面的例子比较简单，只有一种聚集状态和一种离散状态．现在来讨论n个

粒子的情况，可有多种不同程度的聚集和离散．具体看一下，当以不同程度聚集

时，几率增加多少；不同离散程度的非聚集下，几率降低多少． 

设粒子的数目n是偶数，分布 0|n  就是完全聚集；分布 1|1−n  ， 2|2−n  

等就是程度不同的不完全聚集．同样，分布 2/|2/ nn  是最离散的非聚集，分布

12/|12/ +− nn  , 22/|22/ +− nn  是离散程度不同的非聚集． 

对每一种分布，都可在经典和量子情况下，算出其几率．将两者比较，就可

看出，不同聚集程度下，几率增加了多少；同样，对不同的离散程度，几率减少

了多少． 
※ 经典情况 

总状态数 nM 2= ，分布为 mmn |−  的状态数为 m
nC ，此种分布的几率为

nm
n

C Cp 2= ． 

※ 量子情况 

    每种分布就是一种状态，总状态数为 1+n ，各种分布的几率都是
1

1
+

=
n

pQ                

因此从经典变为量子，几率的变化为 

( ) m
n

n

C

Q

Cnp
p

1
2
+

= ．                        (2.1) 

对于聚集情况， nm << ，此比值大于1，而且随着聚集程度的增加（m减少），
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此比值急速变大．这表明量子统计增加了聚集．对于离散情况，
2

~ nm ，此比值

小于1，而且，离散程度愈大（m更接近
2
n
），比值变得更小．因此量子统计减

少了离散． 

当 10=n 时，下表列出了具体的数值 
 

分

布 
mmn |− 0|10  1|9  2|8  3|7  4|6  5|5  

经典几率 

nm
n

C Cp 2=  1024
1

 
4.102

1
 

76.22
1

53.8
1

 
88.4
1

 
06.4
1

 

量子几率 

( )11 += npQ 11
1
 

11
1
 

11
1
 

11
1
 

11
1
 

11
1
 

几率变化 

CQ pp  
09.93  31.9  07.2  78.0  44.0  37.0  

 

由上表可见，前三个分布是程度不同的聚集，几率都有所增加，聚集程度愈

大，几率也增加得愈多． 0|10  是完全聚集，几率增加得最多，达到93倍．后三

种分布是程度不同的离散，几率都下降了；离散程度愈大，下降得愈厉害．此例

子定量表明了全同粒子不可分辨性增加了聚集，减小了离散． 
2. 碰撞的作用 
要达到热平衡，必须通过粒子之间的碰撞，即使是理想气体，碰撞也必须考

虑，否则不能达到平衡分布，只有在达到平衡分布后，正碰和反碰的效果相互抵

消，分布不再改变．考虑到碰撞，将更清楚地看出，全同粒子不可分辨性会导致

聚集． 
 

 

 

 

 

 

 

 

p

p′

k

k ′

图 2.1 
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当粒子相互碰撞时，动量为 p和 p′的两个粒子，在碰撞后，动量变为 k和 k ′，

见图 2.1．如果，在碰撞前，动量为 p和 p′上的粒子数分别为 pa 和 p′a ，经过碰

撞，体系的状态要变化． 

对于经典粒子，碰撞所引起的状态变化几率 CW 正比于碰撞前的粒子数 pa 和

p′a ，与碰撞后的粒子数无关，即 

pp ′∝ aaWC ．                         (2.2) 

对于量子情况，如前所述，由于全同粒子不可能分辨，对粒子不能加以编号，

一种状态就是一种分布，可写为 KKKKK kkpp ′′= aaaaiψ ，它表示在动量为 p，

p′， k和 k ′上的粒子数分别为 pa ， p′a ， ka 和 k ′a 个，其它动量上的粒子数未明

显写出． iψ 是碰撞前的状态．当两个粒子发生碰撞时，动量从 p和 p′变为 k和 k ′，

其状态变为 KKKKK 1111 ++−−= ′′ kkpp aaaafψ ．该碰撞过程相当于，动量为

p和 p′的粒子各减少了一个，动量为 k和 k ′的粒子各增加了一个．用 b̂表示湮灭

算符，用 +b̂ 表示产生算符，上述的碰撞过程可写成 if bbbb ψψ ppkk ′
+
′

+ ˆˆˆˆ ．粒子碰撞

引起状态变化，几率 QW 正比于上述矩阵元的平方，即
2ˆˆˆˆ

ifQ bbbbW ψψ ppkk ′
+
′

+∝ ．对

于 Bose 粒子，有 KKKK 1ˆ −= pppp aaab ， KKKK 11ˆ ++=+
kkpk aaab ，

于是 

( )( )11ˆˆˆˆ 2
++=∝ ′′′

+
′

+
kkppppkk aaaabbbbW ifQ ψψ ．           (2.3) 

此式说明，当碰撞引起状态变化时，变化几率 QW 不但正比于碰撞前的粒子数

pp ′aa ，而且正比于碰撞后的粒子数 ( )( )11 ++ ′kk aa ．这就是说，如果在某动量 k上

的粒子数比其他动量上的粒子数多，则碰到该动量上的几率就大于碰到其它动量

上的几率，于是，在该动量上会聚集愈来愈多的粒子，这就是全同粒子不可分辨

性（量子效应）所带来的聚集倾向． 

上面只考虑了量子效应而没有考虑温度．考虑到温度后，由于热运动，在高

温下，粒子可进入能量高的状态，基态上的粒子不多．温度降低时，愈来愈多的

粒子进入低能量状态，降到某一温度 cT ，零动量上就发生了凝结． 
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波粒二象性只产生了聚集的倾向，要从聚集的倾向而产生凝结还要一个条

件：低能状态的数目要足够少，这将在后面（二维体系）看到． 
 

2.2 玻色分布的化学势 
前面已看到，全同粒子的不可辨别性给经典的统计分布带来了修改，在分布

的分母上多出了一项 1− ，即 

[ ] 1
1

)( −
= − kTe

a µε pp ，                       (2.4) 

其中化学势 )(Tµ 由总粒子数 N确定： 

[ ] N
e kT =

−∑ −
p

p 1
1

)( µε ．                         (2.5) 

前面已讨论过经典统计下 )(Tµ 随T的变化，当温度降低时， µ 不断增加，

从负变为正．现在来分析 Bose 统计下， )(Tµ 随T的变化情况： 

1. 在任何温度下， 0)( ≤Tµ ． 

因为零动量态的能量 0)0( ==pε ，从(2.4)式可知，零动量态上的粒子数目为 

1
1

0 −
= − kTe

a µ ，                            (2.6) 

如果 0>µ ，则 0a 变为负数，失去物理意义．所以，在任何温度下， )(Tµ 都不能

是正的． 

2. 当温度降低时， )(Tµ 要增加． 

设在温度 1T下，由(2.5)式定出的化学势为 1µ ，即 [ ] N
e kT =

−∑ −
p

p 1
1

11)( µε ．当温

度降低时（ 1TT < ），µ是大于 1µ ，还是小于 1µ ？当T降低时，比值 [ ] kTµε −)( p

中的分母减小了，为了使同样的求和保持为 N，比值中的分子 µε −)( p 也需相应

地减小，由于粒子的能谱 )( pε 不随T而变，只能是µ变大．因此，当温度降低时，

化学势 )(Tµ 增加． 

于是 )(Tµ 曲线的走势如图 2.2 所示，具体的曲线可用数值计算，从(2.5)式中

求出． 
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Tc T1
T

µ1

µ(T)

        

T<Tc

T>Tc

p

ap

 
 

 

3. 当温度降为 cT 时， 0=µ ． 

当T降低时， )(Tµ 曲线向左上方走，何时µ达到0 ？在(2.5)式中，令 0=µ ，

就可求出 cT ．将对 p的求和改为积分 ∫∫∑
∞

=→
0

2
33 4 dpp
h
Vd

h
V πp

p
，(2.5)式可写成 

V
N

e
dpp

h cmkTp
=

−∫
∞

0 2

2

3 1
41

2

π
．                     (2.7) 

为了便于积分，作变数变换 xmkTp c =22 ，则 xmkTp c2= ，且 dxmkTpdp c= ，

(2.7)式变为 

V
N

e
dxxmkT

h xc =
−∫

∞

0
2
3

3 1
)2(2π

．                   (2.8) 

因为
22

3
10

πζ 





=

−∫
∞

xe
dxx

，其中 K612.2
2
3

=





ζ ，且 ρ=

V
N

，是粒子体密度，由(2.8)

式得到 

( )
3
2

2

232 







=

ζ
ρ

πmk
hTc ．                     (2.9) 

4. 当 cTT < 时， 0)( =Tµ ． 

前面已看到，当T继续降低时，µ不能减小，同时，µ又不能变为正的．因

此，当温度低于 cT 后，µ只能保持为零． 

上述四步求得了 )(Tµ 的变化曲线，如图 2.2 所示．此图是 Bose 体系最重要

图 2.2 图 2.3 
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的特征，它决定了该体系的各种性质，也是说明 B-E 凝结的关键． )(Tµ 的理论

计算可参考北京大学章立源，林宗涵，卫崇德和包科达教授所著《量子统计物理

学》中的 3.4 节． 

5. )(Tµ 在 cT 附近的临界行为． 

在 cT 附近，对于 cTT ≥ ，函数 )(Tµ 的形式是 

( )αµ cTTBT −=)( ，                     (2.10) 

α 是一种临界指数．因为
pT

s 






∂
∂

−=
µ

，
pp

p T
T

T
sTc 








∂
∂

−=






∂
∂

= 2

2µ
，由α 的数值可

确定相变的级数．当 32 <<α 时，是二级相变．对于 B-E 凝结，数值计算结果是

1.2=α ． 

附带指出，(2.5)式是确定函数 )(Tµ 的方程．由于此函数是单值的，它也是

确定 )(µTT = 的方程．将µ作为自变量时，可以看出：对于 0≤µ ，都可以从(2.5)

式解出T；但是，当 0>µ 时，(2.5)式无解．所以 0=µ 是函数 )(µTT = 的奇点． 

 

2.3 单个动量状态上的粒子数 

1. 当 cTT > 时，µ为负值，不同动量上的粒子数分布为(2.4)式．对于任何动

量（包括零动量）， µε −)( p 都是正的，于是， pa 都是有限的，其分布如图 2.3

中的 cTT > 曲线所示．零动量上的粒子数 0a 最多；动量愈大，其上的粒子数目愈

小．这类似于经典情况图 1.3． 

如果考虑相对粒子数 NaA pp = ，由于 pa 是有限的（包括零动量状态），因

而在热力学极限下，即使是零动量， 0a 的相对粒子数 0A 也趋于零： 

00 →A （ cTT > ）．                      (2.11) 

因此，当温度高于 cT 时，尽管零动量状态上的粒子数很多，它大于任何其它状态

上的粒子数，但是数目是有限的，零动量上的相对粒子数 0A 为零．这与经典统

计的情况一样，没有凝结． 

2. 当 cTT < 时， 0=µ ，Bose 分布为 
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1
1

)( −
= kTe

a pp ε ，                       (2.12) 

如图 2.3 中的 cTT < 曲线所示． 

对于非零动量， 0)( >pε ， pa 是有限的，其上的相对粒子数 

0→= NaA pp （ 0≠p ）．                  (2.13) 

但是，对于零动量状态， 0)0( =ε ，由(2.12)可知， ∞→0a ，在热力学极限下，

零动量状态上的相对粒子数不再为零： 

000 ≠= NaA （ cTT < ）．                   (2.14) 

下面将定量求出 )(0 TA 随T的变化关系，定出图 1.6 上的曲线． 

3. 由于零动量上的粒子数 )(0 Ta 有特殊性，有必要特别看一下 )(0 Ta 的变化． 

对于零动量， 0)0( =ε ，由图 2.2 看到，随着温度的降低， µ 愈来愈小，因

而，当T降低时， )(0 Ta 增加．当 cTT → 时，由于 0→µ ，于是 0a 趋向无穷大． )(0 Ta

的变化如图 2.4 所示． 

因为 NTa ≤)(0 ，所以只有在热力学极限下（ ∞→N ）， )(0 Ta 才会发散．后

面将证明 

( ) 23
0 1)( cTTNTa −= ．                     (2.15) 

 

T

a0(T)

Tc
     

px

py

pz

a0
p

dp
粒 子 数 =n(p)dp

 
 
 
2.4 动量空间中的粒子数分布 

由于零动量的特殊性，对不同的动量状态求和时，需将零动量状态分开来，

于是总粒子数条件可写成 

图 2.4 图 2.5 
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Naa =+∑
≠0

0
p

p ．                      (2.16) 

在热力学极限下，上式左边第二项的求和可改写成积分 ∫∑
∞

+
≠

→
0

0
)( dppD

p
，其中

324)( hVppD π= 是动量空间中的状态密度，于是(2.16)式变为 

NdppDaa =+ ∫
∞

+00 )(p ．                    (2.17) 

将上式中的被积函数记为 )(pn ，即 

1
4)()(

)2(

2

3 2

−
==

− kTmpe
p

h
VpDapn

µ

π
p ,               (2.18) 

注意 )(pn 还是T的函数，则(2.17)式变为 

Ndppna =+ ∫
∞

+00 )( ．                     (2.19) 

现在来说明一下 )(pn 的物理意义．设在动量空间中有一层球壳，见图 2.5，

其内半径为 p，壳层的厚度为 dp．(2.19)式中的积分表示各种非零动量状态上的

粒子数之和，因而， dppn )( 就是壳层 dp中的粒子数（注意， pa 是一个动量态上

的粒子数）．所以 )(pn 是动量空间中的粒子数按动量 p的分布． 

看一下不同温度下的 )(pn ： 

1. cTT > ，此时 0<µ ． 

对于确定的T，(2.18)式的分子随 p而增加，分母随 p而很快减小， )(pn 如

图 2.6 所示．此时，由于 0a 是有限的数目，而(2.19)式中的其它两项都是 N量级，

因而， 0a 可略去，总粒子数条件为 

Ndppn =∫
∞

0
)( ，                       (2.20) 

表明图 2.6 中的曲线下的面积等于 N． 

2. cTT ≤ ，此时 0=µ ． 

1
4)(

2

2

3 2

−
=

mkTpe
p

h
Vpn π

，                    (2.21) 
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当 p很小时， 122 <<mkTp ，上式可展开成 

( ) mkTp
mkT

h
V

mkTpmkTp
p

h
Vpn

41
8

222
4)( 23222

2

3 +
≈

++
=

ππ
K

,     (2.22) 

它随 p的增大而减小．此情况下， )(pn 如图 2.7 所示．此曲线的起点数值为 

mkT
h
VTn π8)( 30 = ，                     (2.23) 

 

n(p)
T>Tc

p

N

   

n(p)

n0(T)

T<Tc

p
 

 

 

它随T的降低而变小，同时，此曲线下的面积也随T的降低而减小． 

 

2.5 零动量上的相对粒子数 

当 cTT ≤ 时，零动量上的绝对粒子数 )(0 Ta 是发散的，但相对粒子数 )(0 TA 是

有限的，可根据总粒子数条件(2.19)式求出 )(0 Ta 和 )(0 TA ． 

动量空间中的粒子分布 )|( Tpn 由(2.21)式给出．值得注意的是，温度为T时

的分布 )|( Tpn 可以由 cT 时的分布 )|( cTpn 得到，其过程如下： 

从(2.21)式容易得到 

)|()|( cc
c

TpTTn
T
TTpn = ，                 (2.24) 

此关系告诉我们如何得到T 时 p上的 )|( Tpn ：在已知的 cT 曲线上，取动量为 

pTTc （它大于 p）上的数值 )|( cc TpTTn ，再乘上 cTT ．因此，只要画出 cT

时的分布曲线 )|( cTpn ，任何 cTT < 的分布曲线 )|( Tpn 可照上述方法按比例缩小

图 2.6 图 2.7 
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得到．图 2.8 给出了两种不同温度下的

分布曲线，一条是在 cT ，另一条是在 cT

下的某一温度T．后者比前者要低，因

而T 曲线下的面积小于 cT 曲线下的面

积．从图 2.8 可以看出，当T降低时，

曲线 )|( Tpn 下的面积要减小，而曲线

下的面积表示所有非零动量状态上的

n(p)

p

Tc

T<Tc

 
 

粒子数 )(TN ′ ．这说明，当T降低时， )(TN ′ 减小，多余的粒子 )(TNN ′− 就聚集

到零动量上去了．因此，当T降低时，愈来愈多的粒子凝结到零动量状态． 

下面来计算低于 cT 的任意温度T下，零动量上的粒子数 )(0 Ta ．先算非零动

量上的粒子数 )(TN ′ ，这可从 cT 时的粒子数分布而得到． cT 时， 

NdpTpn c =∫
∞

+0
)|( ,                      (2.25) 

低于 cT 的温度T时， )()|(
0

TNdpTpn ′=∫
∞

+
．根据(2.24)式，作变换 pTTp c ′= ， 

∫∫
∞

+

∞

+
′′








==′

0

23

0
)|()|()( pdTpn

T
TdpTpTTn

T
TTN c

c
cc

c

．       (2.26) 

定积分与积分变量无关，利用(2.25)式得到 

N
T
TTN
c

23

)( 







=′ ．                     (2.27) 

由 NTNTa =′+ )()(0 ， 

( ) 23
00 1)()( cTTNTaTA −== （ cTT ≤ ）．            (2.28) 

有时会提出下述佯谬．前面在第 2.3 节中，讲到 )(0 Ta 随T的变化时，因为

零动量的能量 0)0( =ε ，其上的粒子数为
1

1)(0 −
= − kTe

Ta µ ，当 cTT → 时， 0→µ ，

零动量上的粒子数 )(0 cTa 是发散的；另一方面，根据(2.28)式，当 cTT → 时， )(0 cTa

似乎又是零．两者是否矛盾？ 

如果将 N 看成是一个定数，这两者是矛盾的．但是，在理解凝结时，要考

虑热力学极限．此时， ∞→N ，矛盾即可消失．观察(2.28)式，右边当 cTT → 时

图 2.8 
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趋于零，而 N 在热力学极限下趋于∞，因而 )(0 cTa 是 ∞×0 ．这说明 )(0 cTa 是一

个不确定的数值，可以是发散的．例如 αNTa c ~)(0 （ 1<α ），它是发散的．同时，

0)()( 00 →= NTaTA cc ，它又满足(2.28)式． 

 

2.6 Bose-Einstein 相变 

上节求得了零动量上的相对粒子数 )(0 TA ，它随T的变化如图 1.6 所示．此

结果表明： 

(1) 当 cTT > 时，零动量上的粒子数 )(0 Ta 是有限的，其上相对粒子数 0)(0 =TA ． 

(2) 当T降至 cT 后，零动量上的绝对粒子数 0a 不再是有限数目，相对粒子数 0A 从

零开始增大，出现了凝结． 

(3) 当T进一步降低时， )(0 TA 不断增大． 

(4) 当 0→T 时， 0A 趋于1，全部粒子凝结至零动量状态． 

这是一种相变，称为 Bose-Einstein 相变， )(0 TA 就是该相变的序参量， 

( )



≤−
>

=
cc

c

TTTT
TT

TA
,1

,0
)( 230 ．                (2.29) 

在相变点 cT 上，序参量是连续的． 

注意，该种凝结是发生在动量空间中的，不是发生在坐标空间中的，在坐标

空间中粒子分布仍是均匀的．这不同于气体至液体的凝结，该凝结是发生在坐标

空间中的． 
 

2.7 B-E 凝结与维度性 

近年来出现了许多新材料和新体系，它们具有层状或链状结构，例如，高温

超导体、纳米管、薄膜和表面等．这些体系不是三维的，而是二维或一维的． 

由于超导是 Cooper 对的凝结，超流也与凝结有关，因而氧化物超导与薄膜

超流就与低维体系的凝结有关．本节将讨论维度性对凝结的影响． 

1. 二维的 cT  

前面讲的是三维空间的情况．本节讨论一下在二维空间（面积 2LA = ）会发

生什么情况． 
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在二维动量空间中，在厚度为 dp的圆环中的状态数目是
( )2
2
Lh
pdpdn π

= ，于是

动量空间中的状态密度是 

2

2)(
h
pA

dp
dnpD π

== ．                     (2.30) 

总粒子数条件为 [ ] N
e kT =

−∑ −
p

p 1
1

)( µε ．在零动量上未发生凝结时，可将上述求和

改写成积分
A
N

e
pdp

h kTmp
=

−∫
∞

−0 )2(2 1
21

2 µ

π
．在高温下，从上式可知 0<µ ． 

现在来确定 cT ．在上式中令 0→µ ，确定 cT 方程为 

A
N

e
pdp

h cmkTp
=

−∫
∞

0 22 1
21
2

π
．                    (2.31) 

作变数变换 xmkTp c =22 ，上式变为 

A
N

e
dxmkT

h xc =
−∫

∞

02 1
)2(π

，                   (2.32) 

其中 σ=
A
N

，是粒子面密度．因为积分 ∞→
−∫

∞

0 1xe
dx

（该积分在下限0 处对数发

散），所以 0=cT ．因此，在二维情况下，只有在绝对零度下， µ 才趋向于零；

对任意非零温度， 0<µ ． )(Tµ 曲线如图 2.9 所示．在任意温度下，µ都是负的，

只有在 0=T 时，才发生凝结． 

 

µ(T)

T

    

n(p)

T2<T1

T1

P
 

 

 

图 2.9 图 2.10 
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由于在任何非零温度下， 0<µ ，因而零动量上的粒子数
1

1
0 −
= − kTe

a µ 都是

有限的，只有在绝对零度下，粒子才会集中到零动量状态上去．这说明二维体系

不会在非零温度下发生凝结，或者简单地说，二维体系没有 B-E 凝结． 

这个结论也可以从动量空间的粒子分布 )(pn 而看到．对二维体系， 

1
2)()(

)2(2 2

−
==

− kTmpe
p

h
ApDapn

µ

π
p ．              (2.32) 

由于 0<µ ，该函数在任何温度下都没有奇性，如图 2.10 所示．该图与三维情况

cTT > 曲线图 2.6 类似，只是在 0→p 时，三维 2~)( ppn ，二维 ppn ~)( ．该曲

线下的面积为 N．当T降低时，曲线的形状有所改变，峰的位置向小动量方向移

动，同时峰高增大，但曲线下的面积不变．因此，对于任意温度（ 0>T ），非零

动量的状态都能容纳下 N个粒子，零动量上的粒子数 )(0 Ta 都是有限的． 

为什么三维体系有凝结，而二维体系就没有？为了理解其物理原因，要先看

一下状态数目按能量的分布—态密度． 

2. 按能量的态密度 

前面已看到，在三维动量空间中，厚度为 dp中的状态数目为
( )3

24
Lh
dppdn π

= ．现

在通过 mp 22=ε ，将上式中的 p 换成 ε ： εmp 2= ， εε dmdp 2= ，于是

εεπ dm
h
Ldn 2

33

)2(2





= ．这说明，按能量的态密度为 

επε 2
33

3 )2(2)( m
h
LD 





= ，                  (2.33) 

该密度正比于 ε ． 

同样可计算二维情况下，按能量的态密度．在二维动量空间中，厚度为 dp的

园环中的状态数目为
( )2
2
Lh
pdpdn π

= ．将 p换成ε ， επ dm
h
Ldn )2(

2







= ，所以 

m
h
LD πε 2)(

2

2 





= ，                     (2.34) 
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它是一个常数，与能量ε 无关． 

在图 2.11 中，同时画出了三维和

二维的态密度 )(εD ．对二维，当 0→ε

时， )(εD 并不趋向零，保持一个常

数．对三维，当 0→ε 时， εε ~)(D 也

趋向零．这说明，在低能量部分

（ 0→ε ），三维的状态数目很稀少，

D(ε)

εKT

二维 

三 维

二维的状态数目比较多．这个差别就导致三维有凝结，而二维没有． 

3. 产生凝结的物理条件 

在本章第一节中已说明，全同粒子的不可辨别性使 Bose 粒子有聚集的倾向；

此倾向要产生凝结，还需要一定的条件．对于三维体系和二维体系，Bose 粒子

都有聚集的倾向．但是二维体系和三维体系的态密度 )(εD 不同，这使得三维体

系能满足凝结的要求，而二维则不能．现在来看一下该物理条件． 

当温度为T时，能量大于 kT的粒子数目很少，可以近似地认为粒子都在能

量 kT以下．当温度降低时，高能量状态上的粒子数目愈来愈少，粒子都向低能

量（ kT<ε ）状态（零动量和小动量）上转移．对于非零动量的低能量状态，每

个状态上的粒子数 pa 是有限的，这些低能量状态上所能容纳的粒子数目应该是

pa 乘上状态的数目，因而与状态密度 )(εD 成正比． )(εD 大，低能量的状态数目

就多，能容纳的粒子数目就大．对于零动量状态，当 cTT < 时，其上的粒子数是

发散的，也就是说，再多的粒子它也能容纳．因此，在低温下，当大量的粒子涌

入低能量状态（小动量状态和零动量状态）时，如果小动量（非零）的状态数目

比较多，这部分状态就能容纳下大量的粒子．反过来，小动量（非零）的状态数

目很少，这部分状态容纳不下很多粒子，而零动量状态的容量是无限的，于是大

量的粒子就只好进入零动量状态，这就产生了凝结． 

由图 2.11 看到，对于三维体系，低能量（ kT<ε ）的态密度很小，非零的小

动量状态容纳不了大量的粒子，余下的粒子只好进入零动量而形成凝结．对于二

维体系，低能量的态密度并不小，非零动量的状态数目足够地多，能容下大量的

图 2.11 
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粒子，就不会产生凝结． 

因此，要产生凝结，除了 Bose 子有聚集的倾向外，还要有一定的条件，低

能量上的状态数要稀少． 

3. 准二维体系 

具有低维结构（层状或链状）的体系，并不是严格的二维或一维体系．例如，

高温超导体的铜氧层（超导性由此层中的 Cooper 对凝结而产生的），每一层是二

维体系，但在层与层之间存在着一定的耦合，因此铜氧层只是准二维体系．又如

表面上的过程是在衬底的基础上发生的，与衬底有耦合．准二维体系也可看成是

各向异性的三维体系，其中二个方向的耦合强，一个方向耦合比较弱． 

准二维体系与严格的二维体系有很大的差别，后者不能有 B-E 凝结，而前者

是可以存在 B-E 凝结的，只是 cT 要降低．下面来说明这一事实． 

在三维动量空间，dp层中状态数为 dpp
h
LdppD 2

3

3 4)( π





= ， 2

3 ~)( ppD ；对

二维， pdp
h
LdppD π2)(

2

2 





= ， ppD ~)(2 ．于是，动量空间的态密度 

1~)( −d
d ppD ，                       (2.35) 

其中 d 是空间的维度．对于准二维体系， d 介于 2 和 3之间．可设 )1(2 δ+=d

（ 2/1<δ ），δ 决定于层间的耦合，耦合愈弱，δ 愈小， 0=δ 就是严格的二维．根

据(2.35)式，准二维体系在 dp层中的状态数目 

dppdppD δ
δ

21
)1(2 ~)( +

+ ．                   (2.36) 

将 p换成ε ，可得 εε δ
δ ddppD ~)()1(2 + ，所以，按能量的态密度为 

δ
δ εε ~)()1(2 +D ．                       (2.37) 

对于三维， 2/1=δ ， εε ~)(D ．对于二维， 0=δ ， )(εD 为常数．这就是

图 2.11 中画出的两条线．对准二维体系， 5.00 << δ ．层间耦合愈弱，δ 愈小．只

要存在耦合，δ 都不是零．由(2.37)式可知，只要有层间耦合（ 0≠δ ）， 0)( →εD ，

（当 0→ε ）．于是准二维的态密度如图 2.12 所示，它与三维类似，低能量的状
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态数仍旧是稀少的，与严格二维的 )(εD 截然不同．这能满足产生零动量凝结的

要求，所以准二维体系可以存在 B-E 凝结． 

 

三维

准 二维

二维

ε

D(ε)

      

准 二维

准 二维

二维

δ
1

δ
2
<δ

1

δ=0

ε

D(ε)

 

 

根据(2.37)式，当δ 变小时， )(εD 曲线愈变愈陡，如图 2.13 所示．低能量上

的状态数愈来愈多，实现 B-E 凝结愈来愈难， cT 就要降低．所以，准二维体系

的 cT 要低于三维体系的 cT ． 

cT 随耦合的变弱而降低，这一事实也可从下述确定 cT 的公式中看出．对于

)1(2 δ+ 维体系，动量空间 dp层中状态数为
)1(

2)(
211)1(2

)1(2 δ
π δδδ

δ +Γ






=

+++

+
dpp

h
LdppD ，

于是决定 cT 的公式变为 
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．              (2.38) 

作变换 xmkTp c =22 ，得 

)1(20
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因为 ∑∫
∞

=
+

∞
=

−+Γ
=+

1
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1
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1)1(
n

x ne
dxx

δ

δ

δ
δζ ，且 )1(2)1(2 δδ ρ ++ =

L
N

，是 )1(2 δ+ 维粒子密

度，得到 

图 2.12 图 2.13
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δ
δ

δζ
ρ

π

+
+









+

=
1

1

)1(2
2

)1(2 mk
hTc ．                   (2.40) 

当 0>δ 时， )1( δζ + 是收敛的，并随δ 减小而迅速增大，因而 cT 降低．当 0→δ

时， ∞→+ )1( δζ ，于是 0→cT ．有关Γ函数和ζ 函数，可参见王竹溪和郭敦仁

先生所著《特殊函数概论》（北京大学出版社）中的第三章“伽马函数”． 

 

 

问题： 

1．如何用浅显的方法来说明，量子情况下的碰撞几率不但正比于碰撞前的粒子

密度 pp ′aa ，而且正比于碰撞后的粒子密度 )1)(1( ++ ′kk aa ？ 

2．如何用解析方法计算 αµ )()( cTTBT −= 中的临界指数α ？（应该已有这方面的

理论，例如用重正化群理论）． 
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3. 实验 

尽管 Bose 和 Einstein 从理论上预言了 B-E 凝结，然而实现 B-E 凝结的条件

极为苛刻和“矛盾”：一方面希望达到极低的温度，另一方面还要求粒子体系处

于气态．实现低温的传统手段是蒸发制冷；而朱棣文、Cohen-Tannoudj 和 Phillips
发展的激光冷却和磁阱技术是另一种有效的制冷方法，他们三人因此分享了1997
年度诺贝尔物理学奖．1976 年，Nosanow 和 Stwalley 证明在任意低温下处于自

旋极化的氢原子始终能保持气态，则为实现第二个要求提供了希望． 
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但遗憾的是，众多的实验物理学家将自旋极化的氢原子气体降温，并未观察

到 B-E 凝结现象．于是 Wieman 和 Cornell 开始将兴趣转向碱金属原子气体，1995
年，他们将铷原子限制在磁阱中进行激光冷却首次成功的观察到原子气的 B-E
凝结现象．同年，MIT 的 Ketterle 也在钠原子气中实现了 B-E 凝结． 

B-E 凝结的实现不仅在基础研究方面具有重大意义，还可能在“原子芯片”

和量子计算机等方面有广泛的应用前景．因此，1991 年的诺贝尔物理学奖授予

Wieman、Cornell 和 Ketterle 以表彰他们在 B-E 凝结实验方面的开创性工作．瑞

典皇家科学院认为，三名科学家的成功发现，犹如是找到了让原子“齐声歌唱”

的途径，这种控制物质的新途径必将给精密测量和纳米技术等领域带来“革命性

的”变化． 




