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摘要：本文将叙述 Euclid 空间上张量场分析、二维曲面（Riemann 流形）上的张量场分

析的相关知识体系要点，以及作为应用的可变形边界局部动力学有关研究的理论基础等。张

量分析是我国著名力学家周培源先生常用的数学及力学分析方法，亦谨以本位表示为前辈诚

挚的仰慕之情。 

关键词：连续介质力学；Euclid 空间上张量场分析；二维曲面上张量场分析；涡量与涡动

力学 

 

1 引言 

一般连续介质力学的理论体系，引入初始物理构形以及当前物理构形，对二者可再分别

引入初始参数构形以及当前参数构形，物理构形与参数构形之间的关系即为一般曲线坐标系，

数学上对应为有限维 Euclid 空间之间二个开集之间的微分同胚[1-2]。 

                                                        
*本研究受国家自然科学基金面上项目（11172069），上海市教委 2011 年上海高校本科重点教学改革项目的资

助。 
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图 1  边界可作有限变形运动的射流其当前物理构形所对应曲线坐标系的选取 

为研究边界的有限变形运动对介质运动的影响，我们对于当前物理构形引入显含时间的

曲线坐标系，表现为时空空间中的微分同胚。通过构造适当的曲线坐标系可将物理空间中几

何形态不规则且随时间变化的运动区域微分同胚至参数空间中的几何形态规则且不随时间变

化的参数区域。如图 1 所示，对于研究出口边界可作有限变形运动的射流场，其当前物理构

形显得极其复杂，但我们可以考虑如图所示的对应于当前物理构形的显含时间的曲线坐标系，

使得当前参数构形不仅几何形态规则而且不随时间变化[3]。进一步将连续介质运动的控制方

程按曲线坐标系的局部基展开就可获得定义于参数区域上的控制方程。特别地，可基于非完

整系理论系统获得控制方程在一般单位正交系（非完整系）下的分量方程，也适用于按时均

分解的湍流控制方程。我们亦可将把相关方法推广至张量梯度的多点表示形式。 

    以上所述，一定程度上归纳了现代张量分析在现代连续介质力学中有关应用的基本思想

及方法。本文将叙述 Euclid 空间上张量场分析、二维曲面（Riemann 流形）上的张量场分析

的相关知识体系要点，以及作为应用的可变形边界局部动力学有关研究的理论基础。 

2  Euclid 空间上的张量场分析 

 曲线坐标系 
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图 2  三维 Euclid 空间中一般曲线坐标系示意图 

可基于有限维 Euclid 空间中微分同胚的映照理解曲线坐标系    ,p
x yX x C D D 。如图

2 所示，曲线坐标系的 Jacobian 矩阵的每列直接定义的局部协变基向量。按线性代数， 即得

对任一局部协变基 ig ，存在唯一的局部逆变基 jg ，满足   3
, j j

i ig g 


。以此，按有限

维 Euclid 空间中的微分学，即可引入 Christoffel 符号的定义：  3

,

:
i s
jsi

sj
ji s

gg
x

gx

    
 。 

 张量函数空间的范数 

张量场一般定义如下所述： 

         3: m i k j m
j i kx x x x g g g x T       
      

此处，不失一般性以三阶张量为例。我们可以考虑建立张量赋范线性空间，亦即引入张量范

数： 

 
1

1

p
p m

p

i i

i iT
     


  ，   p mT    

对于简单张量，则有：  3 m m m mT
            。籍此，可基于一般赋范线性空间

上的微分学研究张量场以及一般张量映照的相关性质。 

 张量场可微性 

按微分学，可估计因位置发生微小变化，而引起的张量的变化： 

           3
  m

i k j l m
l j i kx h x x g g g x h o h T          

 
   

此处     

i k
ji k i s k s i k k i s

l j ls j lj s ls jl
x x

x


       




   

    ，即为一般定义的张量分量的协变
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导数。进一步，可有： 

           

      

 

 

:

                :

i k j l q
l j i k q

q i k l j
q l j i k

d
x h x g g g g x h g x x H

dx

h g x x g g g g H x

               

              







 

 
 

由此，张量场梯度可以认为是张量场导数的内蕴表达形式。 

 张量场方向导数 

基于张量场可微性，可以定义张量场方向导数： 

   
       3

 0
lim :  

l i k j m
l j i k l

x i x
x g g g x x T

x




     
     






   

由此，可基于形式运算，定义任意张量场的任意场论运算： 

 l l
l l

g g x
x x

         
     

 场论恒等式推导基本要素 

一般 Euclid 空间中，场论恒等式的推导，可基于以下三方面要素： 

① 置换符号同 Kroneck 符号之间的关系 

ijk j k k j ijk
ipq p q p q ipqe e          

此处
i j ke 以及

k
q 分别代表置换符号以及 Kronecker 符号；

ijk 为 Eddington 张量的逆变分量。 

②  Ricci 引理 

          

          

0
 

0

ijk ijk
i j k l i j kl l

i j i j
ij l ijl l

x x g g g x x g g g x
x x
G

x g x g g x g x g g x
x x

           
       
 

 

亦即，Eddington 张量场    ijk
i j kx g g g x   以及度量张量场    i j

ijg x g g x 对所有

的方向导数均为零。 

③ 张量场分量之协变导数作用可以交换次序 

p q q p     

本性质直接反映了 Euclid 空间或 Euclid 流形的基本几何特性。 

 非完整系理论基本要素 

① 完整系中定义的张量场梯度及其整体表示的不变性 

       
 

 
     

 
 

   : :i k l j
l j i kx x g g g g x x g g g g x   
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此处  
 

 
     

 
 

     l j i k
i k l jx C C C C x x   

        
  表示张量场梯度  x 相对于

非完整基   g  的张量分量。 

② 非完整基中的相关运算定义 

形式偏导数：    : l
lC     

形式 Christoffel 符号： 

  
     

             
 

 : ji j k i j
k ij i

C
x C C C x x C C x x

x


 
     


    


 

形式协变导数（亦即张量场梯度相对于非完整基的分量）： 

 
 

 
     

 
 

      
   

 
 

  
   

 
 

  
   

 
 :x x            

                          
      

实际理论分析或数值分析中，完整基为正交基，而非完整基为其单位正交基化。由此，

可得在非完整的单位正交基中，形式偏导数、形式 Christoffel 符号以及形式协变导数为： 

   
 

1
: l

lC
g

 


      

  
         :x
         

，
，有：

ln1 g

xg





 


    


 

     :x x                    

湍流研究中，经常需要对相关物理量进行时均分解，并且根据实际问题往往需要对非

Cartesian 坐标系中的 Navier-Stokes 方程等分量方程进行时间分解，以获得平均量方程以及

脉动量方程等[4]。对此，可以先明确： 

                                      

此处，     ，    表示二个任意张量场的时均分解，和为时间平均量，

和为瞬时量。以上结论获得，基于     0          。按以上结论，结合非

完整系理论，易于获得一般非完整的单位正交系下的分量方程。 

 张量的二点形式表示及其基本微分学运算 
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图 3  初始物理构形以及当前物理对应曲线坐标系所诱导的局部基示意图 

一般连续介质理论，常引入初始物理构形及其曲线坐标系   ,pX X C V V     
 

   
，以

及当前物理构形及其曲线坐标系   ,
t t

p
xX x C V V   

 
；由此，不同的曲线坐标系则可以诱导独

立的局部基，如   AG  及   ig x ，如图 3 所示。 

对任意张量，如其表达式中构成简单张量的不同向量来源于不同的基，如：

           , , , ,i A j B
j B i Ax t x t g x g x G G         ，则可引入全偏导数的定义，

并可得其计算式： 

            

       

 

, , , , , , , , , , ,

              , , , , , , ,

                                                                   ,

L

l l l l L

L
i A i A

l j B L j Bl

i

x t x t x t x t x t x t x t x t
x x x x

x t x t x t x t x t
x
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              : , , , , ,
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此处，全协变导数具有表达式： 

 
L

i A i A i A
l j B l j B L j Bl

x
x


      




 ， 

式中 

:
i A

j Bi A i s A s i A
l j B ls j B lj s Blx


      


，可称对应当前构形的协变导数； 
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，可称对应初始构形的协变导数。 

 张量二点形式表示下的非完整系理论 

类比于一般非完整系理论，可以将相关思想及方法推广至张量的二点表示形式。首先，

按非完整系定义张量梯度；其次，按坐标变化规则确定非完整系下的分量；然后，推导得非

完整基下的协变导数计算式。 
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此处，  
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式中 
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，

   :L L R
RG C G ，  

 lt t
lg C g 。 

     对于完整系为正交基，非完整系为单位正交基情形，则有： 
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l
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式中 
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 上述理论应很适合一般连续介质运动的 Lagrange 刻画。按郭仲衡著《非线性弹性理论》

[2]，基于 Lagrange 观点求解连续介质有限变形动力学的基本方法，归纳如下： 

① 质量守恒：      , ,
o

t F t     ，此处  
o

  为初始密度分布。 

② 动量守恒：    ,
o o o o o

m ma t f f F T              ， 

此处  *t F F   ，  *T F t F F    分别为 Piola－Kirchhoff 第一、第二类应力张量。 
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③ 能量守恒： : :F T E    ，此处为初始构形中单位体积的内能， E 为 Almansi 应力

张量。 

能量守恒结合本构关系，可以确定动量守恒中的 Piola－Kirchhoff 第一类、第二类应力

张量的表达形式，可由变形梯度表示。由此，求解连续介质运动的 Lagrange 刻画，应该就是

求解运动  ,x x t ，因为无论是变形梯度，还是应力都可以由此计算。 

对上述过程，我们可以考虑在非完整的单位正交系中展开相关方程。如对于变形梯度，

可具有形式： 

   , , :
i i

A AA
i i iA A

x x
F t g G t g G e i e A F iA e i e A 

 
 

     
 

 
 

此处设初始物理构形以及当前物理构形中局部均为完整的正交基，然后施行非完整的单位正

交化过程。 

3  二维曲面（Riemann 流形）上的张量场分析 
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图 4  二维曲面上标架及其基此构建的半正交三维坐标系示意图 

 曲面上局部标架 

如图 4 所示，一般三维 Euclid 空间中曲面的向量值映照表示如下： 

     

1

1
2 2 3

2
3

:

X
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此处 D 为曲面参数域。由此，向量值映照的 Jacobian 矩阵，可定义局部基向量（协变基及

逆变基）以及由此构成的切空间： 

        
1

1

T | ,i i i
x i j ji i

i

X
span g x x span g x g g

x





      


m-1
m-1

 

 曲面第一、第二基本形式 

可定义曲面第一、第二基本不变量 

   

   
2

,

,

ij i i

ij i j

X X
A g x x PSym

x x

X
B b x n x Sym

x x

                


             

 

现以矩阵形式表示。基于线性代数中，同时对角化的结论，亦即： 

 
2

1 2

G AG=IA
,   , s.t.  

G BG= ,

T

TT

PSym
G

B Sym  

    
非奇异  

可定义 Guass 曲率 1 2GK   以及平均曲率 1 2H    

 曲面局部标架运动方程 

按一般 Euclid 空间上的微分学，可有： 

                 

         

         

,:

:

:

k ki
ji k ji ji k jij

i
i k i
jk jj

j i
ji j ij

g
x x g x b x n x x g x b x n x

x

g
x x g x b x n x

x
n

x b x g x b x g x
x

      


  


 
   

 

此处 :i ik
j kb g b ，

3

: ,i ik
jk j

g
g

x

     
，

3
, : ,k

jk i ij

g
g

x

     
 

按张量赋范线性空间上的微分学，基于上述曲面局部标架运动方程，我们可以获得定义

于曲面之上的张量场沿曲面坐标线的偏导数： 
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本文未涉及连续介质几何形态为曲面（二维 Riemann 流形）的有限变形理论，对此可参

阅文献[5]，涉及更为系统的二维 Riemann 流形上的张量场分析. 

4 可变形边界局部动力学有关研究的理论基础 

利用图 4 所示的基于曲面的半正交坐标系，我们可开展涡量与涡动力学观点下，自身可

作有限变形的运动的曲面（固体壁面）上的局部动力学行为。相关理论结果，希望建立相关

力学机制同几何特性之间的关系。 

 壁面应力 

3 3
3 3

2  +                           2

                                                               

j ii
n i ji

V V V
t p n b V g

x x x
   

   
  

    
                

流固耦合项 非均匀性项  几何－速度耦合项

 

对于常感兴趣的壁面切应力，现其可分解为流固耦合项、壁面自身运动速度的非均匀项以及

壁面几何与壁面速度耦合项。按实际计算流体动力学（CFD），可以获得上述三项的时域信号，

对其进行 Fourier 变换可获得时域信息；由此可基于 Parseval 等式研究此三项的能量对比关

系。 

 壁面涡量法向梯度 

参照吴介之等关刚性壁面上涡量法向梯度的分析过程（按《涡动力学引论》中所述）[6]，

可以获得边界可作有限变形运动的相关结论。现主要需处理的对象为：   n  。 

利用关系式（可直接计算）： 

       l
ln n S n n S b n S S H n S S

                     
   

 

此处 S 可为任意仿射量，
l
lH b 为曲面平均曲率。 

对于   n  ，先有： 
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    3
3

n n n n
x

  
              

 

考虑到： 

3
3 3 3

0     n n
x x x

   
  

           
  

 

可得： 

       

                     

n n n n n n

n n n n H n n

     

  

    

 

                          
               

 

可见，相对于刚性壁面情形，边界的变形运动所引入的影响为：    n H n n 


    。进一

步考虑
3

V
n V n n V n

x


                 
，也完全由曲面自身运动决定，不直接涉及流

固耦合。需指出，可考虑将    n H n n 


    作为边界变形运动对边界涡量法向梯度的影

响，但对比的对象仍是“假想的边界刚性而壁面涡量为现有的流动”。 

上述分析基于曲面半正交坐标系。对实际应用上而言，此坐标系可能仅在曲面的附件区

域存在，然而在分析上却十分有用。此外，实际计算所用的曲线坐标系可能并非曲面半正交

系。对此，考虑相关结论所涉及的切平面上的梯度算子


： 

 3 3 3
n n n n n

x x x

                  
 

由于三维欧氏空间中梯度算子的整体形式（内蕴表示）不依赖于坐标系的实际选取，故上式

最后一式适用于任何坐标系的实际计算。由此，对实际计算中所采用的曲线坐标系，考虑其

局部基 3

1
g  

同曲面上局部基 1 2 3, ,g g g n
  

 之间的转化关系，可有： 

       , , , , , ,r s t
r s t

g g g

g g g g n n g g g g n n g g g g n n

  
  

    
   



    



     

                              
            

 

上述处理也应适用其它形式的


运算。 
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5  有关讨论 

    我们注重学习、教学与研究的互为融合，上述知识体系的建立与发展直接成为教学路径

“基于现代张量分析的连续介质力学理论及其在流体力学中实践”的主要教学内容。教师通

过课程向学生叙述已经自身提炼的知识体系，而由学生通过数值实验等具体实践以验证相关

思想及方法的正确性及有效性，并且实践了理论联系实践的过程。 
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Some applications of modern tensor analysis in mechanics of 
continuous mediums 
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Abstract：In this paper some essential aspects of the knowledge of tensor field analysis in Euclidian 

space, tensor field analysis in two-dimensional surface are presented. And some theoretical 

fundaments on the study of the dynamics on the deformable boundary are denoted in the point of 

view of vorticity and vortex dynamics. It is well-known that tensor analysis was the usually utilized 

mathematical and mechanical analysis tools by Prof. ZHOU Pei-Yuan one of the distinguished 

national masters in mechanics and physics, therefore we would like to take the present paper as the 

commemoration to our pioneer Prof. ZHOU Pei-Yuan. 

Key words：Mechanics of continuous medium; Tensor field analysis in Euclidian space; Tensor field 

analysis in two-dimensional surface; Vorticity and vortex dynamics. 


