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支配集、覆盖集、独立集、匹配与着色

• 支配集、点覆盖集与点独立集

• 边覆盖集与匹配

• 二部图中的匹配

• 点着色

• 地图着色与平面图的点着色

• 边着色
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支配集的定义

定义1.
设图G = <V, E>, V*⊆V, 若对于∀vi∈V - V*,  ∃vj∈V*, 使得 (vi, 

vj)∈E, 则称vj支配vi, 并称V*为G的一个支配集;
若支配集V*的任何真子集都不是支配集, 则称V*是极小支配集;
顶点数最少的支配集称为最小支配集;最小支配集中的顶点数

称为支配数, 记作γ0(G)或简记为γ0.
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点独立集

定义2.
设图G = <V, E>, V* ⊆ V, 若V*中任何两个顶点均不相邻, 则称

V*为G的点独立集, 或称独立集;
若在V*中加入任何顶点都不再是独立集, 则称V*为极大点独立

集;
顶点数最多的点独立集称为最大点独立集; 最大点独立集的顶

点数称为点独立数, 记作β0(G), 简记为β0.
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点独立集与支配集的关系

定理1. 设G = <V, E>中无孤立点, 则G的极大点独立集都是G的极

小支配集。

设 V*是G中的任意一个极大独立集. ∀v∈V - V*, 一定 ∃v’ ∈
V*, 使得 (v, v’) ∈ E. 否则∃u∈V-V*不与V*中任何顶点相邻, 则
V*∪{ u }就是一个更大的独立集, 这与V*是极大独立集相矛盾. 所
以, V*是G的支配集。

由“V*是点独立集”可知, ∀V1* ⊂ V*, V* - V1*中的顶点都不受

V1*中的顶点支配, 即V1*不是支配集. 所以, V*是极小支配集。

证明:
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点覆盖集

定义3.
设G = <V, E>, V*⊆V, 若对于∀e ∈ E, ∃v ∈ V*, 使得 v与e相关

联, 则称v覆盖e, 并称V*为G的点覆盖集或简称点覆盖;
若点覆盖V*的任何真子集都不是点覆盖, 则称V*是极小点覆盖;
顶点个数最少的点覆盖称为最小的点覆盖; 最小点覆盖的顶点

数称为点覆盖数, 记作α0(G), 简记为α0.
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点覆盖集与点独立集的关系

定理2. 设G = <V, E>中无孤立点, V*(V*⊂V)为G的点覆盖, 当且仅

当V-V*为G的点独立集。

证明:
(必要性) 
假设存在vi, vj∈V - V*, 且(vi, vj) ∈ E. 由于顶点vi和vj都不在V*

中, 这显然与“V*是点覆盖”相矛盾. 所以, V - V*为点独立集。

(充分性)
由于V - V*是点独立集, 因此, 任意一条边的两个端点至少有一

个在V*中. 根据定义可知, V*是G的点覆盖。

推论 设G是n阶无孤立点的图, 则V*是G的极小(最小)点覆盖, 当且仅当

V-V*是G的极大(最大)点独立集, 从而有α0 + β0 = n。
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边覆盖集

定义4.
设图G = <V, E>, E*⊆E, 若∀v∈V, ∃e∈E*, 使得 v与e相关联, 则

称e覆盖v, 并称E*为边覆盖集, 或简称边覆盖;
若边覆盖E*的任何真子集都不是边覆盖, 则称E*是极小边覆盖;
边数最少的边覆盖集称为最小的边覆盖; 最小的边覆盖所含的

边数称为边覆盖数, 记作α1(G)或简记为α1.
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边独立集(匹配)

定义5.
设G = <V, E>, 若E*(E*⊆E)中任何两条边均不相邻, 则称E*为G

中边独立集, 也称E*为G中的匹配;
若在E*中加入任意一条边所得集合都不是匹配, 则称E*为极大

匹配;
边数最多的匹配称为最大匹配;最大匹配的边数称为边独立数

或匹配数, 记作 β1(G), 简记为β1.
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与匹配相关的概念

定义6. 假设M为图G中一个匹配, 
若(vi, vj)∈M, 则称vi与vj被M所匹配,即(vi, vj)为匹配边;否
则为非匹配边;
对∀v∈V(G), 若存在边e∈M, 使e与v关联, 则称v为M-饱和

点; 否则, 称v为M-非饱和点;
若G中每个顶点都是M-饱和点, 则称M为G中的完美匹配;
称在M和E(G)-M中交替取边的路径为M的交错路径, 起点

和终点都是M-非饱和点的交错路径称为可增广的交错路径;
称在M和E(G)-M中交替取边的圈为交错圈.
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最大匹配与最小边覆盖

(1) 设M为G的一个最大匹配, 对于G中每个M-非饱和点均取一

条与其关联的边, 组成边集N, 则W = M∪N为G中最小边覆盖;
(2) 设W1为G中的一个最小边覆盖, 若W1中存在相邻的边就移

去其中的一条, 设移去的边集为N1, 则M1 = W1 - N1为G中一个最

大匹配;
(3) G中边覆盖数α1与匹配数β1, 满足 α1+ β1 = n.

定理3. 设n阶图G中无孤立点。
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最大匹配与最小边覆盖

由“M为最大匹配”可知, |M| = β1. 于是G中含有n-2β1个M-非
饱和点.由“边覆盖的定义”可知, W = M∪N为G中的边覆盖, 且

|W| = |M|+|N| = β1 + n - 2β1 = n - β1
由“W1是最小边覆盖”可知, W1中每条边的两个端点不可能都

与W1中的其它边相关联, 因此, 在由W1构造M1时(注意到构造出来

的M1显然是匹配), 每移去相邻两条边中的一条时, 产生且只产生

一个M-非饱和点.所以, |N1| = |W1| - |M1| = M1的非饱和点数 = n -
2|M1|. 整理后, 得 |W1| = α1 = n - |M1|

又因为M1是匹配, W是边覆盖, 所以, |M1| ≤ β1, |W| ≥ α1。

通过比较可得 α1 = n-|M1| ≥ n - β1 = |W| ≥ α1。显然上式中

各等号成立, 所以, |M1| = β1, |W| = α1, 且α1+ β1 = n。由此可知, 
M1是最大匹配, W是最小边覆盖, 且结论(3)成立。

定理3. (定理的描述内容见上页)

证明:
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匹配与边覆盖

由定理3中的(1)可知 β1 ≤ α1. 
又由定义可知, |M| ≤ β1 ≤ α1 ≤ |W|.
所以, |M| ≤ |W|成立. 当等号成立时, 说明 M是最大匹配, W是

最小边覆盖。

由定理3中(3)可知, α1 + β1 = 2β1 = n, 显然, G中无M-非饱和点.
所以, M必为G中完美匹配.

推论 设G是n阶无孤立点的图, M为G中的匹配, W是G中的边覆盖, 
则|M| ≤ |W|; 当等号成立时, M为G中完美匹配, W为G中最小边

覆盖.

证明:
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最大匹配与可增广的交错路径

定理4. M为G中的最大匹配当且仅当G中不含M的可增广的交错路径.
证明:

(必要性)
设 M为G中最大匹配. 若G中存在M的可增广的交错路径Γ, 则Γ

中在M中的边比不在M中的少1.
设M’ = (M∪Γ(E)) - (M∩Γ(E)) = M⊕Γ(E), 则M’中边彼此不邻, 

且M’比M多一条边, 即 M’是比M多一条边的匹配, 这就与“M是最大

匹配”相矛盾。

所以, G中不含M的可增广的交错路径.
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最大匹配与可增广的交错路径

(充分性)
设 M是G中不含可增广的交错路径的匹配, M1是G中的最大匹

配. 下面证明: |M| = |M1|. 设 H = G[M1⊕M].
当H = φ时, 有 M = M1, 所以 M为G中最大匹配;
当H ≠ φ时,由于M和M1都是匹配, 所以 H的各连通分支要么是由

M和M1中的边组成的交错圈, 在交错圈上M和M1中的边数相等; 要
么为由M和M1的边组成的交错路径. 由已知条件可知, 不含M的可增

广的交错路径; 同时由于M1是最大匹配,由必要性可知, 不含M1的可

增广的交错路径. 所以, 在由M和M1组成的交错路径上, M和M1的边

也相等. 总之, M与M1边的个数相同.
所以, M为G中的最大匹配.

定理4. M为G中的最大匹配当且仅当G中不含M的可增广的交错路径.
证明: (续)
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完备匹配

定义7. 设G = <V1, V2, E>为二部图, |V1| ≤ |V2|, M为G中一个最大

匹配, 且|M| = |V1|, 则称M为V1到V2的完备匹配.

注意: 在上述定义中, 若|V1| = |V2|, 则完备匹配为完美匹配.
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Hall定理

定理5(Hall定理) 二部图G = <V1, V2, E>, |V1| ≤ |V2|, G中存在从V1
到V2的完备匹配 当且仅当 V1中任意k(k=1…|V1|)个顶点至少与V2中

的k个顶点相邻。

证明:  (该定理中的条件也称为”相异性条件”). 定理的必要性是显然

成立的.下面证明其充分性, 即只要证明满足相异性条件, G中的最大

匹配一定是完备匹配.
设M为G中一个最大匹配. 若M不是完备匹配, 则在V1中一定存

在一个M-非饱和点u, 且存在边e∈E-M与u关联, 否则u将是孤立点, 
这与相异性条件相矛盾. 并且, V2中与u相邻的顶点都是M-饱和点, 
否则若存在v∈V2为M-非饱和点且v与u相邻, 则M’ = M∪(u, v)也是

匹配, 这与“M为最大匹配”相矛盾. (转下页…)   
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Hall定理

定理5(Hall定理) 二部图G = <V1, V2, E>, |V1| ≤ |V2|, G中存在从V1
到V2的完备匹配 当且仅当 V1中任意k(k=1…|V1|)个顶点至少与V2中

的k个顶点相邻。

证明: (续) 
考虑从u出发尽可能长的所有交错路径, 由于M是最大匹配, 由

定理4可知, 这些交错路径都不是可增广的, 即每条路径异于u的端

点一定是M-饱和点. 所以, 这些端点全在V1中. 
令S = { v | v∈V1且v在从u出发的交错路径上}, T = { v | v∈V2

且v在从u出发的交错路径上}. 由于各条交错路径的两个端点全在S
中, 所以|S| = |T|+1. 这说明V1中|T|+1个顶点只与V2中|T|个顶点相

邻,矛盾于相异性条件. 
因而V1中不可能存在M-非饱和点, 故M是完备匹配.
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t条件

定理6. 设二部图G = <V1, V2, E>, V1中每个顶点至少关联t(t ≥ 1)条
边, 而V2中每个顶点至多关联t条边, 则G中存在V1到V2的完

备匹配。

证明:
由已知条件可知, V1中任意k(1 ≤ k ≤ |V1|)个顶点至少关联kt条

边. 而V2中每个顶点至多关联t条边, 所以这kt条边至少关联V2中k个
顶点. 这说明G满足相异性条件.

由Hall定理可知, G中一定存在完备匹配。
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点着色的定义

图着色问题的研究起源于四色猜想,着色问题包含点着色,边

着色,平面图的面着色等. 本节讨论无环无向图的点着色问题。

定义8. 
对无环图G的每个顶点涂一种颜色, 使相邻的顶点涂不同的颜

色, 称为对图G的一种着色;
若能用k种颜色给G的顶点着色, 则称对G进行了k着色, 也称G

是k-可着色的;
若G是k-可着色的, 不是(k-1)-可着色的, 就称G是k色图, 并称这

样的k为G的色数, 记作χ(G) = k. 当不会引起混淆时, χ(G)也可简记

作χ。
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点着色的相关性质

从定义不难得到下面结论:

1. χ(G) = 1, 当且仅当G是零图。

2. χ(Kn) = n。
3. 偶圈的色数为2,奇圈和奇阶轮图的色数为3, 偶阶轮图的色数为4。
4. 设G中至少含一条边, 则χ(G)=2 当且仅当G为二部图。
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点着色的相关定理

对G的阶数n进行归纳。

当n = 1时, 结论显然为真. 设当n = k(k ≥ 1)时, 结论成立. 当n 
= k+1时, 证明如下:

设v为G中一个顶点, 令G’ = G-v, 则G’的阶数为k。由归纳假

设可知 χ(G’) ≤ Δ(G’)+1 ≤ Δ(G)+1。
当将G’还原成G时, 由于v至多与G’中Δ(G)个顶点相邻, 而在G’

的点着色中, Δ(G)个顶点至多用了Δ(G)种颜色。所以, 在Δ(G)+1种
颜色中至少存在一种颜色给v涂色, 使v与相邻顶点涂不同颜色。

定理7. 对于任意不含环的图G, 有 χ(G) ≤ Δ(G)+1。
证明:

定理8. 设无环图G不是完全图Kn(n ≥ 3), 也不是奇圈, 则χ(G)≤Δ(G).
本定理称为布鲁克斯(Brooks)定理.



23

地图及其着色

连通无桥平面图的平面嵌入和所有的面称为平面地图或地图, 
地图的面称为“国家”。若两个国家的边界至少有一条公共边, 则称

这两个国家是相邻的。

定义9.  
对地图G的每个国家涂上一种颜色, 使相邻的国家涂不同的颜

色, 称为对G的一种面着色;
若能用k种颜色给G的面着色, 则称对G的面进行了k着色, 或称

G是k-面可着色的;
若G是k-面可着色的, 不是(k-1)-面可着色的, 称G的面色数为k, 

记作χ*(G) = k。
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地图的着色与平面图的点着色

定理9. 地图G是k-面可着色的,当且仅当它的对偶图G*是k-可着色的.
证明: (必要性)

给定G一种k-面可着色. 由于G连通, 可知: n*＝r, 即G的每个面

中含G*的一个顶点. 设vk*位于G的面Rk内, 将G*的顶点vk*涂Rk的颜

色.
易知, 对于G*中任意两个相邻的顶点vs*与vt*, 则由于Rs与Rt的

颜色不同, 所以 vs*与vt*的颜色也不同, 即G*是k-可着色的。

类似可证该定理的充分性.

由上面定理可知, 地图的着色(面着色)问题, 等价于平面图的点

着色问题.

定理10(四色定理). 任何平面图都是4-可着色的.
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边着色的定义

定义10.
对图G的每条边涂上一种颜色, 使相邻的边涂不同的颜色, 称为

对图G边的一种着色; 若能用k种颜色给G的边着色, 则称G是k-边可

着色的.
若G是k-边可着色的, 不是(k-1)-边可着色的, 就称k是G的边色

数, 记作χ’(G) = k.
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边着色的相关定理

定理11. 设G是简单图, 则Δ(G) ≤ χ’(G) ≤ Δ(G)+1。
(本定理也称为维津定理.)

例. 设G为长度大于等于2的偶圈, 则χ’(G) = Δ(G) = 2;
设G为长度大于等于3的奇圈, 则χ’(G) = Δ(G)+1 = 3。

定理12.  设G = <V1, V2, E>为二部图, 则χ’(G) = Δ(G)。
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边着色: 例子

当n为奇数且n ≠ 1时,由维津定理可知, χ’(Kn) ≤ Δ+1 = n.下面证明

χ’(Kn)≥ n.
用如下方法得到Kn: 画正n边形Cn, Cn上不相邻的顶点之间连线段, 

得到Kn。在Kn中共有n组平行边, 每组(n-1)/2条边, 而(n-1)/2条平行边

已经关联了n-1个顶点, 于是 在Kn的边着色中至多有(n-1)/2条同色边, 
因此 χ’(Kn) (n-1) /2 ≥ (n-1) n/2, 所以, χ’(Kn) ≥ n.

例. 当n(n ≠ 1)为奇数时, χ’(Kn) = n; 当n为偶数时, χ’(Kn) = n-1.

证明:
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边着色: 例子

例. 当n(n ≠ 1)为奇数时, χ’(Kn) = n; 当n为偶数时, χ’(Kn) = n-1.
证明: (续)

用如下方法得到Kn: 画Kn-1(n-1为奇数), 在Kn-1的内部放置一个

顶点, 使其与Kn-1上的所有顶点相邻, 就得到了Kn(n = 6时, 如右图

所示).
用χ’(Kn-1) = n-1种颜色先给Kn-1的边着色, 然后将Kn中相互垂

直的边涂上相同颜色, 就完成了Kn边的n-1着色.
所以, χ’(Kn) ≤ χ’(Kn-1) = n-1.

当n为偶数时, 由维津定理可知 n-1 = Δ ≤ χ’(Kn). 下面证明

χ’(Kn) ≤ n-1.


