Methods of Mathematical Physics (2016.11)   Chapter 9  Determinate solution problem of equations   YLMa@Phys.FDU

下篇 数学物理方程
—物理问题中的二阶线性偏微分方程及其解法与特殊函数

Chapter 9 数学物理方程的定解问题
Abstracts: 1. 根据物理问题导出多变量数理方程—偏微分方程；
2. 给定数理方程的附加条件：初始条件、边界条件、物理条件(自然
条件，连接条件)和周期条件等，从而与数理方程一起构成定解问题；
3. 数理方程的线性性导致解的叠加原理;

4. 非齐次方程的齐次化方案。
1、 数理方程的来源（状态描述、变化规律）
1. 翻译
I．Classical Newton Mechanics [质点力学
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II.Electrodynamic Mechanics (Maxwell equations)
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III. Statistic Mechanics (Boltzmann-Gibbs statistics):
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特别: 稳态（

）:

 (Laplace equation).
IV. Quantum Mechanics: Schr[image: image11.png]


dinger’s equation (Schr[image: image13.png]


dinger, Heisenberg, Dirac, Fermi, Einstein)


2. 分类
	物理过程
	方  程
	数学分类

	振动与波
	波动方程
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	抛物线

	稳态方程
	Laplace equation
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2、 数理方程的导出
推导泛定方程的原则性步骤：
(1)  定变量：找出能够表征物理过程的物理量作为未知数（特征量,科学思维上设为已知），并确定影响未知函数的自变量。

（2）立假设：抓(取)主要因素，舍（弃）次要因素，将问题“理想化”
---“无理取闹”（物理乐趣；大胆假设，小心求证）。

（3）取局部：从研究物体内部中找出微小的局部（微元），相对于此局部的一切高阶无穷小量均可忽略---线性化。

（4）找作用：根据已知物理规律或定律，找出局部和邻近部分的作用关系。

（5）列方程：根据物理规律在局部上的表现，联系局部作用列出微分方程。
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弦的横振动方程（1+1D）
[一根张紧(interaction between particles)的
柔软弦的微小横振动问题]
(1)定变量：取弦的平衡位置为
[image: image21.wmf]x

轴。表征横振动的物理量为各点的横向位移
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，故速度为
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和加速度为
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(2)立假设：1）弦的横振动是微小的，
[image: image25.wmf]1

<<

a

，
因此，
[image: image26.wmf]sintan

aaa

»»

，
[image: image27.wmf]1

cos

»

a

，又
[image: image28.wmf]tan

u

x

aa

¶

=»

¶

Q

，
[image: image29.wmf]1

<<

¶

¶

\

x

u

.

2) 弦是柔软的，即在它的横截面内不产生应力，则在拉紧的情况下弦上相互间的拉力即张力
[image: image30.wmf])

,

(

t

x

T

始终是沿弦的切向(等价于弦上相互间有小的弹簧相连—最简单的相互作用！)。
3) 所有外力都垂直于
[image: image31.wmf]x

轴，外力线密度为
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4) 设（细长）弦的线密度为
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，重力不计。

(3)取局部：在点
[image: image34.wmf]x

处取弦段
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x

是如此之小,以至可以把它看成质点(微元)。 质量：
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弧长：
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（即这一小段的长度在振动过程中可以认为是不变的，因此它的密度
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不随时间变化，另外根据Hooke定律
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可知，张力
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也不随时间变化，我们把它们分别记为
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(4)找作用：找出弦段
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所受的力。外力：
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轴方向；

张力变化：
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方向紧绷，
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垂直于
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轴方向。
(5)列方程：根据牛顿第二定律
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方向无位移，故
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即 
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是单位质量所受外力。

如果弦是均匀的，即
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为常数，则可写
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为弦振动的传播速度，则
[image: image59.wmf])

,

(

2

t

x

f

u

a

u

xx

tt

=

-

.
对于自由运动，即无源
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，这个方程简化为齐次方程：
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在有界实空间的适当边界条件下，通过分离变量和求解本本征值问题，
得到与
[image: image62.wmf]a

啊相关的本征值，再与实验频率相比较，即可求得材料的
[image: image63.wmf].
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怎么运动：源（非齐次）驱动或边界驱动和初始驱动。
2． [image: image456.wmf]00
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杆的纵振动方程（1+1D）
[一根弹性(linear interaction between particles)均匀细杆的微小纵振动问题]
(1)定变量：取细长杆的放置为
[image: image64.wmf]x

轴。表征纵振动的物理量为各点
[image: image65.wmf]x

离开平衡位置的纵向位移
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(2)立假设：1) 振动方向与杆的方向一致。
2) 均匀细杆，同一横界面上各点的质量密度
[image: image67.wmf]r

，横截面面积
[image: image68.wmf]S

与杨氏模量
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（应力与应变之比值）都是常量（常数）。
3) 杆有弹性，服从Hooke定律：应力
[image: image70.wmf]P

与相对伸长成正比，即
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Pxt

:单位横截面上的内力（相互作用），方向沿
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轴正方向，但是力
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是沿该截面法向（外向）的。
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截面的力（拉力）的方向：
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截面方向的力（拉力），其方向:
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x

（这种取法类似于紧绷弦的受力分析）。
4) 外力与杆的方向一致，各点时刻
[image: image83.wmf]t

单位横截面上的外力为
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（例如每个弹簧都用绳子牵引着），重力不计。

(3)取局部：在点
[image: image85.wmf]x

处取杆微段
[image: image86.wmf]d
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是如此之小，以至可以把它看成质点。

质量：
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绝对伸长：
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(4)找作用：找出杆的这个微段所受的力。外力：
[image: image91.wmf]x
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[image: image92.wmf](

)

(

)

(

)

x

S

Yu

x

S

Yu

S

Yu

S

Yu

xx

x

x

x

x

x

x

x

d

d

d

=

=

-

+

.
(5)列方程：根据牛顿第二定律
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即，
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令
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为杆振动的传播速度，则 
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自由振动：齐次方程; 受迫振动：非齐次方程。
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注意：杆中应力与相对位移成正比，因而做纵振动；虽然弦中位移
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轴方向为零，但是粒子之间的相互作用力即张力
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使得弦紧绷着，因而做横振动。
3． 薄膜的横振动方程 (不要求)
（张紧的柔软膜的微小振动问题）

定变量：各点的横向位移
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立假设：1) 膜是柔软的，即在它的横界面内不产生应力，膜上任一点的表面张力
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必在过这一点的切平面内。

2) 膜振动是微小的，张力的仰角
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3) 所有外力都垂直于
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4) 膜是均匀的，即，密度
[image: image109.wmf]r

为常数。

取局部：在点
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处取一小块模
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找作用：找出膜所受的力。外力：
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列方程：根据牛顿第二定律
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应力张量
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轴的平面上的力，其方向沿
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Review: 在上述振动问题中存在弹性力，一来有恢复力
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所以是简谐振动的谐波。下面的输运现象是非可逆的，有
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4． 热传导方程(3+1D热传导现象,热传导定律和能量守恒)
(1)定变量：点
[image: image139.wmf])
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时刻的温度为
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（热量无法直接测量）。
(2)立假设：1) 已知两个物理量:物质密度
[image: image142.wmf])
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—单位体积的质量;比热
[image: image143.wmf])
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—在单位质量中增加单位温度所产生的热量。

2) 给定物质内部的热源强度
[image: image144.wmf])
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—在单位时间单位体积内产生的热量。例如热核反应或者内部加热。
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3) 物质内部热交换过程遵从Fourier定律（热传导定律）：流过物质内部任意曲面的热流强度（在单位时间内垂直通过单位面积的热量）
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称为导热系数。
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为辅助量。
(3)取区域：体积元
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，它的边界面为
[image: image150.wmf]S

.
(4)找作用：在单位时间内，
通过整个
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面流入的热量为（*）
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中物质产生的热量为 
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温度升高所需热量为
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(5)列方程：由物质内部热交换过程的能量守恒定律，有
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（*）：例如上图中
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[image: image158.wmf]yz

截面在
[image: image159.wmf]t

D

时间内体积元
[image: image160.wmf]V

D

吸热：


[image: image161.wmf]||(,)().

xxx

u

qyztqyztqxtVtkVt

xxx

+D

¶¶¶

DDD-DDD=-DD=DD

¶¶¶


同理可得另外两个方向的结果。上式首个等式的三维形式正好是高斯公式（将面积分化为体积分），末个等式用到了热传导定律。
由于
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无外源
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5． 扩散方程（扩散现象、扩散定律和质量守恒）

特征量：particle density 
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[image: image174.wmf](,)

jrt

r

r

(在单位时间流过单位面积的质量)。
扩散定律：
[image: image175.wmf]().

jDjv

rr

=-Ñº

rr

r

 
[image: image176.wmf]D
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微元：进入体积元
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均匀系统：
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有源（例如核反应或者内部粒子产生源）：

[image: image182.wmf](,)

mt

frt

V

DD

=

D

r

:  
[image: image183.wmf]2

;

t

Df

rr

-Ñ=


稳定：
[image: image184.wmf]2

;

Df

r

Ñ=-

 无源:
[image: image185.wmf]2

0

r

Ñ=

.
6． 1）静电场方程：
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2）真空中Maxwell Equations：
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3）EM Wave Equations:
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 They are just the EM Wave Equations
7． Schr
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等式两端除以
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后一个方程在适当条件下构成本征值问题，从而可解得本征值
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三、二阶线性偏微分方程的分类和化简 (不要求)
a) 两个自变量的二阶线性偏微分方程的一般形式
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b) 自变量变换时方程的性质

设
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结论：二解线性偏微分方程经过自变量的可逆变换后，仍为二解线性偏微分方程。
变换的确定：变换的目的是化简方程，便于求解。为此，令
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从中解出
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定理：设一阶二次常微分方程
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有两个解：
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 称为特征方程。由本定理可得，
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即为方程简化的变换。
c) 化简方程的步骤

1) 写出特征方程 
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注意：
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3) 积分后得 
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4) 作变换：
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d) 方程的分类与标准形式

 根据判别式
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   抛物型   有一族实特征线

混合型：在自变量的不同区域内方称为不同类型时，该方程称为混合型方程。

标准形式：
1) 双曲型：作变换
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2) 椭圆型：作变换
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3) 抛物型：作变换
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容易看出：     振动方程 
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是双曲型的;
平面静电场方程 
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是椭圆形的;
一维热传导方程 
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是抛物型的。
** 不同类型的数学物理方程反映不同的物理特性:
双曲型方程反映波动性;
椭圆形方程反映场的稳定分布;
抛物型方程反映不可逆输运过程。
四、定解问题

第二节从物理问题和相应的物理定律导出了其所满足的多变量偏微分方程，但总是选择物体内部，不含端点或边界一小部分来讨论其运动状况。虽然这种处理反映出了物体内部各微元之间的相互联系，但是在区域内部相邻之间、相继时刻之间的这种联系（规律）通常与周围环境（通过边界传递）和初始时刻研究对象（体系）所处的状态无关。注：真实体系总有环境，需要动力学or统计处理；量子体系中，测量就要扰动，更需要动力学or统计处理。
仅仅只有泛定方程还不足以确定物体的运动，这是因为in Physics: 外界的作用通常是通过物体边界“传”到内部的；In Mathematics:一个方程可能有多个解，i.e常微分方程通解中含有若干个任意常数或偏微分方程通解中含有若干个任意函数。下面将看到初始条件、边界条件和分离变量等可以完全确定它们的解。
求一个微分方程的解满足一定初始条件和边界条件等的问题称为定解问题：泛定方程加上定解条件[例如，初始条件、边界条件、衔接条件、自然(物理)条件和周期条件等]。如何给定这些定解条件呢？下面一一叙述。
1. 初始条件：例如1+1D波动方程的初始条件为 
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2. 边界条件—一般情况下，二阶微分方程的三类常用边界条件：
i.  第一类边界条件（Dirichlet边界条件）：直接给出未知函数在边界上的值。
ii. 第二类边界条件（Neumann边界条件）：给出未知函数在边界上法向导数的值。
iii. 第三类边界条件：给出未知函数和其边界法向导数在边界上的线性关系。
Note：初始条件和边界条件是体系的场运动规律在初始时刻和边界区域的极限。
例1．对1+1D弦的横振动问题导出下列情况的初始条件：
（1）弦的两端点
[image: image302.wmf]0
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固定，用手将弦上的点
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拉开使之与平衡位置的偏离为
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h

<<

），然后放手[见习题9.7(1)]；
（2）弦的两端点
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固定，以槌击弦上的点
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使之获得冲量
[image: image310.wmf]I

[见习题9.7(3)].
解：
（1） 由点
[image: image311.wmf]c
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的初始位移求出其他点的初始位移，它们是两段直线方程，容易求得，
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显然，
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（2） 由题意，
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将冲量
[image: image315.wmf]I

看作均匀分布在小段
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是小量）内，于是由冲量定理（系统获得动量）
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例2．导出长为
[image: image324.wmf]l

的杆的1+1D纵振动问题在下列情况的边界条件：
（1）一端固定，令一端受纵向拉力
[image: image325.wmf]0

F

的作用；
（2）一端固定，另一端与一倔强系数为
[image: image326.wmf]k

的弹簧连接[见习题9.8(4)]。
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解：(1) 设杆的
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第一类齐次边界条件。为导出
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端的边界条件，考察杆右端的一小段
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的运动情况。类似于泛定方程的推导，它的运动方程是（注意：没有
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---第二类、非齐次边界条件。
注：1) 如果
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2) 如果
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(2) 设杆的
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的弹簧连接（
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端固定），那么此时的弹性力
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[image: image462.jpg]


注：1）如果
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端与一倔强系数为
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的弹簧连接（
[image: image357.wmf]B

端固定），那么此时的弹性力
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物理上必须满足的）
2）如果
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端非固定，而是按给定的
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规律运动，则弹簧的实际压缩为
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综合两端点的边界条件可见，本小题是第三类非齐次边界条件。所有
[image: image368.wmf]0
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在物理上是必须的。
例3．导出长为l的杆的一维热传导问题在下列情况的边界条件：

（1）
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端绝热（即热流为0）；
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（2）两端均有强度为
[image: image372.wmf]0
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的热流流入；
（3）两端以牛顿冷却定律与周围介质（其温度恒为
[image: image373.wmf]0
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）进行热交换。
解：（1）显然，
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（2）考察杆左小段
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考察杆的右小段
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(2) 所谓牛顿冷却定律（使得交换成为可能，否则超交换或绝热）是指，在介质边界面
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上，热流强度
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在物理上是必须的。
3. 衔接条件（自然界存在的一类物理条件）
如果系统是由几种不同特性的介质组成，则在两种介质的交界面处，还需要衔接条件；二阶微分方程要求在每个交界面上给定两个衔接条件。

例1. 在1+1D杆的纵振动问题中，如果杆是有两种材料连接而成的，它们的杨氏模量分别是
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 EMBED Equation.3 [image: image411.wmf](
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，则一个衔接条件是位移的连续性（杆不致断裂）：
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；另一个衔接条件是应力的连续性（由作用和反作用定律而得）：
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例2. 在3+1D静电场问题中，在两种电介质（介电常数分别为
[image: image414.wmf]1
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和
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）的交界面
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电位移矢量
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利用线性介质中电位移矢量
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例3. In the quantum mechanics，the continue condition is 
[image: image426.wmf]12
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4. 自然条件和周期条件（自然界存在的另外一类物理条件）
这是特别的物理要求。其实上述各条件均是物理要求，均服从其对应的运动规律。换言之，受人的表现手法的限制，人们只找了这些类别。自然条件就是说本质上有一定的物理要求。周期条件与对称性相关（对称美、对称破缺存在更高级的美）。如果是非物理条件，一来不与泛定方程在边界（界面）上自洽，二来给不出物理解。
五、线性方程的迭加原理
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[image: image429.wmf]L

为线性算符（只出现各阶偏导的一次幂函数
[image: image430.wmf]u

）。
1． 线性迭加原理

凡能用线性方程描写的物理现象必具有“迭加性”，这在物理学中称为“线性迭加原理”—几个物理量同时存在时所产生的效果，必等于各个物理量单独存在所产生的效果之和。其表现形式为：

性质1：设
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满足线性方程（或定解条件）
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显然，如果
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满足齐次方程（或齐次定解条件），则u也满足相应的齐次方程（或齐次定解条件）。

性质2：设
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满足线性方程（或定解条件）
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* 显然，如果
[image: image442.wmf]i
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满足齐次方程（或齐次定解条件），则u也满足相应的齐次方程（或齐次定解条件）。** 设求和运算
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性质3：设
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必满足方程（或定解条件）: 
[image: image450.wmf][
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* 显然，如果
[image: image451.wmf]u

满足齐次方程（或齐次定解条件），则
[image: image452.wmf]v

也满足相应的齐次方程（或齐次定解条件）。 ** 设积分运算与微分算符L可以交换。
2． 一般初边值问题的分解：
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解出问题I、II、III得
[image: image454.wmf]123
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则一般问题的解为
[image: image455.wmf]123
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求解问题I是基础，问题II可以转化为I或III（边界条件齐次化方案），问题III有多种解法。
求解定解问题一般分为三个步骤：1.分析，即设法找出它的形式解来。2.综合，即判断解的适定性，它包括判断解的存在性、唯一性、稳定性三个方面。 3.解释，即讨论所得解的物理含义。
唯一性：何种定解条件下，对于哪一类函数，方程的解是唯一的;采用不同的方法，解的形式将不同，但它们应等价。

稳定性：定解条件的微扰导致解的变化；真实物理与理想模型有差别，精确求解与近似求解亦有差别；还有近似估算、误差分析等等，关键是否抓住了物理实质。
HW: 9.4; 9.8(3).
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