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摘  要：本文将力学基础知识体系分为数学及力学二类，数学基础知识体系主要为微积分，力学基础知识

体系主要为张量分析及有限变形理论。首先，阐述了我们对数学的基本认识。其次，阐述了我们对张量分

析及有限变形理论的基本认识，包括映照观点，几何形态为曲面的连续介质的有限变形理论。然后，叙述

了我们对张量分析及有限变形理论知识体系的基本构建，以及教学研究及实践上的一些体会。 
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1  对数学的认识 

1.1  数学的作用 

 

图 1 力学与数学知识体系 

数学的学科属性一直是讨论的议题。我国老一辈科学家谈镐生先生认为“按照近代观点，

物理、化学、天体物理、地球物理、生物物理可以全部归纳为物理科学。力学是物理科学的，

数学又是所有学科的共同工具，力学和数学原是科学发展史上的孪生子，因此，形象的可以

认为，物理科学是一根梁，力学和数学是它的两根支柱”。俄著名数理学家 V.I.Arnold 认为

“数学是物理的一部分；物理是自然科学，且是实验科学；数学是物理中‘做实验’比较‘便

宜’的那部分”。 

如图 1 所示，我们把世界分成客观世界（包括自然世界，非自然世界）以及理性世界二

大类；理性世界指我们对客观世界的认知，表现为我们所归纳的各种知识体系。按物理学和

                                                        
*本文相关研究受上海市教委 2011 年上海高校本科重点教学改革项目“‘现代连续介质力学理论及实践’课

程体系”；上海市教委 2011 年重点课程立项项目“《数学分析》（一年制，面对力学等技术科学专业）”；复

旦大学 2013 年暑期集中性教学项目（FIST）《现代张量分析及其在连续介质中应用》；国家自然科学基金面

上项目（11172069）资助。 
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力学专业的核心课程，可见我们主要基于力学和数学的思想及方法认知自然世界，以不断拓

展和深化我们的理性世界。我们把数学理解为“认识自然及非自然世界的系统的思想和方法，

而非仅是数学逻辑”。此种观点，在俄罗斯数学教材选译等具有世界一流化水平的教程或专

著中有着深刻的表现。进一步，我们提出这样的一种过程：
+

lim = 
 认知

自然现象 数学机制，

就此我们既认为数学机制应该是自然现象刻画的最佳形式，也认为对自然现象的刻画应该追

求对应的数学机制。另值得指出，不同的数学机制可能为不同自然现象的共同本质或刻画，

我们称之为“数学通识”[1]。法著名数学家 Poincare 对数学的阐述为“对不同事物给予相同

刻画的技术”，V.I.Arnold 也有类似的观点。数学通识既可引导我们按数学结构归纳某门知识

体系，也有益于建立不同知识体系之间的关系，为追求“（一门知识体系的）融会贯通与（多

门知识体系的）触类旁通”提供实质性的引导。 

1.2  数学实验 

    我们将实际的认识或者研究过程，归纳为三类实验：真实实验，数值实验以及数学实验。

从科研研究角度而言，真实实验及数值实验均无法单方面将其所得结论确定为真理，因为真

实实验不可能穷尽，真实实验及数值实验也不可避免地带有误差。数学实验（包括解析分析）

指对实际研究对象首先建立模型，其次进行数学分析，然后将分析结果应用于实际对象。值

得指出，数学实验可能在某些情况可单方面就能确认其实验结果为“真理”；但在某些情况

也无法确认，此时相关结论必须经实践鉴别或者检验。以下列举二个数学实验事例。 

☆ 数学实验可确认实验结论为“真理”的事例：平面曲边扇形以及曲边梯形的面积计算 

o
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图 2 平面曲边扇形以及曲边梯形示意图 

面对平面曲边扇形的面积计算，我们开展数学实验，包括：数学建模→数学分析→指

导实践这三个基本过程。 

1. 数学建模：按“分割→选取→求和→求极限”的过程，我们得到曲面扇形面积的一个计

算方案： 

     2 2 2
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2. 数学分析：致力于基于数学逻辑，研究上述面积计算方案的合理性。考虑到：对应分割P ，

每子块的真实面积 ,real iS 具有如下估计： 
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则有：    2 2
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按 Riemann 积分的相关理论，有：        
21

,   ,
2

a b a bR R R R         ，由此： 
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按夹逼性，则得平面曲边扇形面积计算的确定性结论： 

当    ,a bR R   ，则有：  21

2

b

a

realS R d





   。 

同理，我们可以得平面曲边梯形面积计算的确定性结论： 

当    ,f x R a b ，则有：  
b

real

a

S f x dx  。 

需指出，上述所谓的“确定性结论”的获得，实际基于共同的数学结构：真实值可由

Darboux 小和和 Darboux 大和控制。当 Riemann 可积时，Darboux 小和和大和具有相同的极

限值，即为 Riemann 积分值；故按夹逼性，真实值必为 Riemann 积分值
†
。 

☆ 数学实验未可确认实验结论为“真理”的事例：旋成体侧面积的计算 
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图 3 由一般平面曲线形成旋成体示意图 

如图 3所示，将曲线绕 x 轴旋转一圈可形成旋成体，现需给出其侧面积计算方案。对此，

我们开展数学实验。针对旋成体局部侧面积的近似方法不同，我们可有如下两种方案。 

方案 1：“旋成体局部侧面积用圆台侧面积进行近似” 

                                                        
† 张筑生著《数学分析新讲》的第一册，对此有所叙述。 
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图 4 旋成体侧面积局部：（a）平台侧面积近似，（b）圆柱侧面积近似 示意图 

局部圆台侧面积近似的几何关系如图 4（a）所示，可得：  

           
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利用 Lagrange 中值定理， 
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此处  1,i i it t   。 

籍此，我们易得估计： 
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对于上述分析，我们要求：        , ,   ,r t C r t R      。 

进一步，考虑估计： 
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 
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对于 RHS 的第 2项，由于      2 22  y t x t y t dt





     ，则有估计： 

对 0  ， 0  ，成立 
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对于 RHS 的第 1项，有： 
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综上，我们基于圆台侧面积近似的数学实验的结论为： 

当有        , ,   ,r t C r t R      ，则有： 
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方案 2：“旋成体局部侧面积用圆柱侧面积进行近似” 

基于局部圆柱侧面积近似，如图 4（b）所示，有： 

       12 2 2i i i i i i i i iS y x y x x y x t                   

通过相关分析，基于圆柱侧面积近似的数学实验的结论为： 

当有        , ,   ,r t C r t R      ，则有： 
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至此，我们关于旋成体侧面积的计算提供了两种方案： 

1. 按圆台侧面积近似，有：      2 22  y t x t y t dt





     

2. 按圆柱侧面积近似，有：    2 y t x t dt





    

从数学实验角度而言，上述二者方案的数学建模、数学分析过程均符合逻辑过程。然而，仅

需考虑圆锥侧面积就可鉴别按圆柱侧面积近似所得的数学结果与实际不符；而实践证明，圆

台侧面积近似所得的数学实验结论是正确的。 

2  力学之专业基础知识体系 

我们将力学之数学及专业知识体系的核心基础归纳为“微积分一流化进程”以及“现代

连续介质力学理论及其实践”二条路径[1]，现已分别建立了课程体系‡。数学基础路径为专

                                                        
‡ “微积分一流化进程”课程网站 http://jpkc.fudan.edu.cn/s/354/；“现代连续介质力学理论及实践”课程网
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业基础路径提供了适合的数学思想及方法。在此我们也特别指出，一般教学教程或专著的所

载的数学思想及方法往往不能直接适用于力学或者物理研究，由此需要我们结合实际问题寻

找合适的数学，包括以恰当的方式理解甚至建立数学定义，将相关数学思想及方法充分联系

与实际研究。以下我们就连续介质的有限变形理论进行概要性说明。 

2.1  映照观点 

 

（a） 

 

（b） 

图 5 映照观点示意图：（a）将几何不规则区域微分同胚至几何规则区域；（b）基于曲线坐

标系的局部基展开张量 

    物理空间中连续介质的几何形态随时间可发生任意形态的变化，而各种物理量（张量场）

则定义（分布）于各介质质点之上。原则上，我们可以直接利用物理空间中的 Cartesian 坐

标刻画连续介质几何形态，展开张量场分布。另一种方式，我们可以首先建立物理区域（连

续介质所处的空间区域）与参数区域之间的微分同胚/曲线坐标系[1,2]。藉此，如图 5 所示，

可将几何形态不规则的物理区域一一对应至几何形态规则的参数区域，甚至参数区域可以不

随时间变化；可将物理区域上张量场对应至参数区域上张量场（由曲线坐标刻画连续介质质

点的位置），并且基于曲线坐标系自身确定的局部基（位于物理区域）展开张量场控制方程。 

    我们将上述认识称为映照观点。基于映照观点，往往可将物理区域的复杂边界对应至参

数区域的平面或者直线，从而避免了对几何边界的离散或者近似；可基于张量场场论简便地

获得定义于参数区域的张量场分量所需满足的偏微分方程（PDE），这些方程将显含曲线坐

                                                                                                                                                               

站 http://jpkc.fudan.edu.cn/s/353/ 
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标系的几何信息，如度量张量分量、Christoffel 符号等。一般而言，参数区域上的 PDE 较直

接按 Cartesian 坐标展开的 PDE 从形式上更为复杂，前者往往多出混合偏导数项以及几何量，

但对于数值计算这些都不会带来实质性困难。另一方面，由于我们在几何形态规则的参数区

域中求解 PDE（物理边界对应于参数区域的规则边界），故仅需采用参数区域上的 Cartesian

坐标就可构建差分或者有限元格式，无需特别的网格构建。 

    亦需指出，工程实际中的复杂物理区域往往不能仅通过一个曲线坐标系实现其至参数区

域的微分同胚，由此需要多个曲线坐标系局部地实现微分同胚，此时需处理重叠区域的计算

问题等。流形上的微积分原则上提供了相关思想及方法，如单位 1 分解在 Stokes 公式证明

中的作用，但单位 1 分解的具体实现仍需专门的研究。 

2.2  连续介质的几何形态 

 

图 6 几何形态为曲面的连续介质有限变形运动的构型构造 

随着现代科学技术的发展，人们已经开始关注纳米膜、细胞膜等这种厚度方向特征尺度

远小于展向特征尺度的连续介质的变形运动。此外，研究星球表面的大范围大气运动，则有

大气的厚度远远小于星球半径。由此可见，我们可能需要研究几何形态为曲面的连续介质的

有限变形运动，此时将连续介质的几何形态视作曲面，可通过引入面密度来刻画连续介质实

际的厚度分布及演化。 

如图 6 所示，参照经典的几何形态为体积的连续介质的有限变形理论，我们仍可以建立

初始物理构型
o

V 、当前物理构型
t

V 以及初始参数构型
o

V  、当前参数构型
t

xV

。初始及当

期物理构型位于运动曲面之上（连续介质可位于曲面之上进行独立运动），其向量值映照表

示为： 

       0 0, : , , ,x t D t t T x t x t         

而初始及当前参数构型均位于运动曲面的参数区域D 之中。基于构型定义，我们仍可以通

过微积分引入变形梯度；通过研究变形梯度的基本性质，可以给出变形刻画；基于变形刻画，

可以获得各种形式的输运方程。藉此，可建立几何形态为曲面的连续介质有限变形运动的几

何学及运动学，包括连续性方程[3]。 
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图 7 第二类内蕴形式广义 Stokes 公式示意图 

就动力学，如图 7 所示，我们主要基于第二类内蕴形式的广义 Stoke 公式[3,4]
 

    n dl Hn d 


 

 
      

 
  ，  ,l

l
g x t

x



 







为曲面梯度算子， 

 ,x t 可为定义在曲面上的任意张量场，H 为平均曲率，将沿 n  方向的作用（表现为

介质边界上的线积分）转化为面积分。结合输运定理就可获得各种守恒律的微分方程。 

对于自然界中“薄层介质”（流体可为细胞膜、皂膜、海面上油污、星体上大气等；固

体可为板和壳、纳米膜等）可有二种处理方法：第一类，由三维近似至二维。技术上可引入

小参数做摄动展开；或者选取一张中心面，将沿厚度的作用等效于沿中心面边界的积分[5]。

此类研究的张量场场论对应于Euclid流形上的场论，亦即Riemann-Christoffel张量自然为零。

第二类，由二维（曲面）至三维。技术上可引入面密度（体密度乘厚度，体密度一般为常数）。

此类研究的张量场场论对应于 Riemann 流形上的场论，亦即 Riemann-Christoffel 张量不自然

为零。以上所概述的几何形态为曲面的连续介质有限变形理论隶属第二类。上述二类处理方

法可视作不同的力学建模方式，其适用性应该依赖于具有问题；可能随着厚度的减小，第二

类建模方式会越来越适合，相关理论需要不断地经实践检验并得以完善。 

鉴于几何形态为曲面的连续介质有限变形理论的出现（包括 Aris 早期进行的固定曲面

上二维流动的相关研究[6]），我们建议将连续介质按其几何形态区分体积形态以及曲面形态

二类[3,7]，分别对应于 Euclid 流形以及 Riemann 流形，由此也分别对应于 Euclid 流形以及

Riemann 流形上的场论。由于 Riemann 流形上 Riemann-Christoffel 张量不自然为零，故几何

形态为曲面的连续介质的相关守恒律方程中会直接含有几何同力学的耦合项。 

另就体积形态的连续介质的有限变形理论，基于映照观点，我们提出了当前物理构型对

应之曲线坐标系显含时间的有限变形[3,7]，希冀相关理论能有益于含有可变形边界的流动以

及流固耦合问题。 

 

2.3  基础知识体系（理论及实践） 

作者在复旦大学已多次开设专业选修课程《张量分析与微分几何基础》、《连续介质力学

基础》，一般每学年在不同学期开设这二门课程。课程的广度及深度一直追求能基本达到郭

仲衡先生著《张量（理论和应用）》[8]、《非线性弹性理论》[9]等教程或专著，现总体上业已

实现。 

主要结合近期我们在连续介质有限变形理论方面学习与研究，我们将张量分析及有限变
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形理论基础知识体系的教学做如下设计，分为五个部分： 

第Ⅰ部分 张量定义及其基本代数性质 张量之多重线性映照定义；张量表示；张量基本代数

运算；外基运算；仿射量基本性质（特征问题，谱分解，极分解） 

第Ⅱ部分 有限维 Euclid 空间中体积上张量场场论 一般曲线坐标系下场论；张量场一点及

多点形式的非完整基理论（涉及非完整单位正交基）；Gauss-Ostrogradskii 公式（涉及涡动力

学中动量导数矩理论）；应用事例：可压缩湍流时均方程，基于曲面的半正交系及其在旋转

机械流动中的应用（吴仲华理论），可变形机翼三维绕流，可变形壁面槽道流 

第Ⅲ部分 有限维 Euclid 空间中面积上张量场场论 曲面论第一、第二基本形式；Gauss 曲率

及平均曲率；截线曲率，主曲率及主方向；Riemann-Christoffel 张量；内蕴形式广义 Stokes

公式；光滑曲面的微分流形定义；曲面上的微分运算（Lie 导数，外微分） 

第Ⅳ部分 体积形态连续介质力学相关理论 当前物理构型对应之曲线坐标系显含时间的有

限变形理论；可变形边界上涡量动力学（吴介之等主要发展） 

第Ⅴ部分 曲面形态连续介质力学相关理论 几何形态为曲面的连续介质的有限变形理论；固

定曲面上二维流动涡量动力学；应用事例：固定曲面上二维流动，海面油污扩散，膜振动 

第Ⅵ部分 张量映照微分学 基于一般赋范线性空间上微分学给出张量映照微分学 

上述设计中，我们将张量场场论分类为 Euclid 空间中体积及曲面上张量场场论，按 Euclid

空间上的微分学观点，引入曲线坐标系，曲面基本量及曲面曲率，Riemann-Christoffel 张量，

体积以及面积上定义的张量场的可微性等核心概念；基于微分学观点，利用极限定义可使得

相关概念的叙述既能突出力学、物理意义，又能数学上处理严格。体积及曲面上张量场场论

主要在课程《张量分析与微分几何基础》上叙述；相应地，在课程《连续介质力学基础》上

叙述体积及几何形态连续介质的有限变形理论。 

我们的学习、研究与教学，追求基于高端知识体系发展可适用于一类问题的新思想及新

方法，由此我们也注重理论联系实际。课程中，我们鼓励学生以评判的眼光审视课程所受的

所有理论（思想及方法），并鼓励和支持学生结合实际问题实践相关理论。 

我们追求相关教学的广度及深度能类比于国内外具有一流水平的教程或专著，就此我们

将专业知识体系紧密联系与数学知识体系，现已较为理想地实现了基于微积分知识体系支撑

张量分析及有限变形理论知识体系，使得相关课程对本科生就能适用。近年的教学实践支持

了我们的观点和做法。 

 

3  学习、研究与教学现有体会 

总体上，我们就学习、研究与教学的现有体会，归纳为以下四点： 

研习  经一定实践，基于“微积分知识体系”，可以自然地向学生传递“张量分析及连续介

质有限变形理论基础知识体系（理论及应用）”；微积分作为数学联系实际的桥梁就是微积分

的核心思想“极限”；彻底理解张量场以及张量映照应该基于一般赋范线性空间上的微分学。 

继承  经较为系统的调研，当今国内大学教学同世界一流水平在课程的广度及深度上具有明

显的差异；由此，力学领域的青年教师需要切实追求高端知识体系，研习经典教程或著作。 

发展  力学学者对高端知识体系自然提出应用意愿，就此需对纯粹知识体系具有极为深入的

认识，涉及对相关概念的改写或再认识；作为回报，高端知识体系往往成为真正原创思想及

方法的源泉。 

传播  学术不应仅理解为具体的科学和技术成果而且应包括更具基础意义的高端知识体系 
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—— 既在于催生原创思想及方法，也在于培养人才。 
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