
第 9 次课  (刚体的转动运动) 9 月 30 日     

Chapter 8      Rotational Kinematics 

转动运动 
 

一个物体或多质点系统，如果物体上任意两点或质点系中任意两个质点间的间距在运动

中保持不变            该物体或质点系          刚体 

   

                                                  刚体运动 

 

刚体上  平动  一般运动 

任一点轨迹  相同  不同 

任一直线  平行  不平行 

 

平动刚体                        简化成一个质点 

刚体一般运动                    某点运动  + 绕该点的转动 
 
描述转动的物理量(角变量)     平动物理量(线变量) 

        ⇓  

角位移 ϕΔ                 ↔                 r  

角速度  ω                   ↔                 v  

角加速度  α                   ↔                 a  

力矩  τ                   ↔                 F  

角动量 L                     ↔                 p  

转动惯量  I                   ↔                   M 

      ……                                                    …… 

 

一个刚体或质点系在空间几何位移的确定所需要独立坐标变数的个数 

 

                                                                                                自由度 

  自由度  约束条件 

一个质点：  3    1 1 1( , , )x y z   平面运动:自由度为 2 1 1( , )x y ，直线：1 

两个质点： 

3 + 3 = 6      1 1 1( , , )x y z  

                  2 2 2( , , )x y z

两质点间的间距不变： 

自由度 6 ‐ 1 = 5 

( ) ( ) ( )2 2 2
2 1 2 1 2 1l x x y y z z= − + − + −



三个质点： 

 

 

…… 

                  1 1 1( , , )x y z  

3×3 = 9    2 2 2( , , )x y z  

3 3 3( , , )x y z  

两两间距不变的约束条件 3 个 

 

自由度 9 – 3 = 6 

N个质点： 

1 1 1( , , )x y z  

3N            …… 

( , , )N N Nx y z  

所有点间距不变：约束条件3 6N −  

 

            刚体                ( )3 3 3N+ −  

                                              其他点 

三个不共线点确定，刚体位形确定 

⇒自由度为 ( )3 3 6 6N N− − =  

 

 

描述空间刚体的位形最多需要 6个自由度：                                    Z 

                    三个平移坐标                        ( ), ,x y z                               A(x,y,z)                   

                    两个转轴空间方位坐标        ( ),θ γ                                                                    

                    一个绕转轴转动角的坐标    ( )ϕ                                     θ                       ϕ     y     

                                                                                                                     

                                                                                                X              γ  

                                                                  自由度 

刚体运动形式：  1)  平动                            3            (质点运动) 

                              2)  定轴转动                    1            (转动坐标变数)   

                              3)  平面运动                    3            (两个平动  +  一个转动) 

                              4)  定点转动                    3            (三个转动) 

                              5)  一般运动                    6            (某点平动 3个  +  绕该点转动三个) 

 

转动变量：    角位移： ϕΔ   →   不是矢量            因为  1 2 2 1ϕ ϕ ϕ ϕΔ + Δ ≠ Δ + Δ  

                                                                                            但  1 2 2 1d d d dϕ ϕ ϕ ϕ+ = +  

                        角速度：
0

lim
t

d
dt t
ϕ ϕω

Δ →

Δ
= =

Δ
          ω方向右手定则 

                        角加速度：
0

lim
t

d
dt t
ω ωα

Δ →

Δ
= =

Δ
 

 



定轴转动线变量与角变量关系 

                                                                              直角坐标  ( ),P x y  

平面空间任一点 P，位置确定可以分别用                                                表示，如图 

                                                                              极坐标      ( ),P γ ϕ  

                                                    Y                ûϕ           ˆru  

                                                                                ( ),P x y      

   

                                            ĵ         î     ϕ                         X   

        即    r =           ˆ ˆxi yj+     直角坐标        不同点在于极坐标中单位矢量是变量，   

                            ˆrru           极坐标            是ϕ 的函数，而直角坐标的单位矢量是常矢量 

        ˆ ˆˆ cos sinru i jϕ ϕ= +      
ˆ ˆrdu u

dt ϕω=  

        ˆ ˆˆ sin cosu i jϕ ϕ ϕ= +      
ˆ

ˆr

du
u

dt
ϕ ω= −  

  直角坐标  极坐标 

位置矢量：  ˆ ˆr xi yj= +   ˆrru  

速度：  ˆ ˆ
x yv v i v j= +  

ˆ ˆr rv v u r uϕω= +  

rv :  径向分量    rω :  切向分量 

加速度：  ˆ ˆ
x ya a i a j= +  

( ) ( )2 ˆ ˆ2r r ra a r u v r uϕω ω α= − + +

          径向分量              切向分量 

ra ：径向加速度            rα ：角加速度引入切向加速度 

2rω− ：向心加速度      2 rv ω：径向运动引入切向加速度 

                                                                      科里奥力相关项 

对于刚体： 0ra = ，匀速转动    0α =  

                    0rv =  

                    向心加速度：

2
2 ˆ ˆT

r r
va r u u
r

ω= − =       rr vω =  

r



定轴转动角变量与线变量更一般形式 

                                                                                                                          Z     

刚体任意一点 P的位矢 R ，相对原点 O                                                      ω              

                                                                                                                       

P点： ˆv r uϕω=                                                                                               r                        v  

            2 ˆ ˆra r u r uϕω α= − +                                                                                         P           

        sinR rθ =∵   ˆsinv R u Rϕω θ ω∴ = = ×                               O      θ     R              

                                      ( )a R Rω ω α= × × + ×                                      

                                                径向分量 2rω−     切向分量 rα  

 

例题： 

细杆匀角速率ω旋转 

杆上有一小环匀速 rv 沿杆向外滑动. 

0t = 时，环位于原点 O 

1. 证明：小环的运动轨迹为阿基米德螺线 

2. 试求小环任意时刻的速率和加速度 
3. 定性画出小环的加速度和速度的方向ϕ  

 

解：1.  ( ) rr t v t=                   ( ) ( )vr t tϕ
ω

=  

      ( )t tϕ ω=                             const 

 

                                                    ˆru  

2.  ( ) ( ) ˆrr t r t u=  

      ( ) ( ) ( ) ( )ˆ ˆr

d r t dr t
v t u r t u

dt dt ϕω= = +  

                                ˆ ˆr rv u r uϕω= +  

                            刚体没有      Tv 切向分量 

      2 2 2 2 2 2 2 21r T r r rv v v v v t v tω ω= + = + = +  

r 

t 时间 
细杆 v 

ϕ
O 

ω  



      ( ) ( ) ˆˆˆ ˆ ˆr r
r r

dudv t dv du dr da t u v u r u r
dt dt dt dt dt dt

ϕ
ϕ ϕ

ωω ω= = + + + +  

                                      0=           ûϕω=     rv=             0=               ˆruω= −  

                               
( )2

2

ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ2
r r r

r r r

v u v u r u

v u v t u
ϕ ϕ

ϕ

ω ω ω

ω ω

= + + −

= −
 

      ( ) 2 24ra t v tω ω= +  

 

3.   

 

tan 0tr r

T T

v v
v v t

θ
ω

→∞= = ⎯⎯⎯→
 

2

2 2tan ' T r

r r

a v
a v t t

ωθ
ω ω

= = =
− −

 

'θ θ≠  

极轴 

P

ra

θ
'θ

a

Tv

rv
Ta


