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高维微分学——向量值映照的可微性

复旦力学 谢锡麟

2016 年 3 月 15 日

1 知识要素

1.1 向量值映照的可微性定义

可微性作为映照的一种 “局部行为”, 指自变量变化所引起的因变量的变化可由自变量空间
至因变量空间之间的线性映照逼近, 误差为一阶无穷小量，如图1所示.
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f(x+ h̃)− f(x)
.
= Df(x)h̃

f

图 1: 向量值映照可微性示意

定义 1.1 (向量值映照可微性). 对一般向量值映照

f(x) : Rm ⊃ Dx ∋ x 7→ f(x) ∈ Rn,

x0 ∈ intDx
À, 有

f(x0 + h)− f(x) = Df(x0)(h) + o(|h|Rm) ∈ Rn, Df(x0) ∈ L (Rm;Rn)

则称 f(x) 在 x0 点可微, 可称 Df(x0)(h) ∈ Rn 为 f(x) 在 x0 ∈ Rm 点的微分.

À 表示 x0 为定义域 Dx 的内点
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以下研究微分 Df(x0)(h) 的表达式. 由 Df(x0) ∈ L (Rm;Rn) 可有

Df(x0)(h) = Df(x0)(h
1i1 + · · ·+ hmim) =

m∑
i=1

Df(x0)(ii)h
i

= [Df(x0)(i1), · · · ,Df(x0)(im)]


h1

...
hm

 .

按可微性定义, 特取 h = λii ∈ Rm, 有

f(x0 + λii)− f(x0) = λDf(x0)(ii) + o(λ) ∈ Rn.

亦即, 有
∃ lim
λ→0∈R

f(x0 + λii)− f(x0)

λ
= Df(x0)(ii) ∈ Rn.

再由存在向量值映照极限等价于存在各分量的极限, 则有

lim
λ→0∈R

f(x0 + λii)− f(x0)

λ
=



lim
λ→0∈R

f1(x0 + λii)− f1(x0)

λ
...

lim
λ→0∈R

fα(x0 + λii)− fα(x0)

λ
...

lim
λ→0∈R

fn(x0 + λii)− fn(x0)

λ


定义向量值映照 f(x) 在 x0 点相对于自变量第 i 个分量 xi 的变化率

∂f

∂xi
(x0) , lim

λ→0∈R

f(x0 + λii)− f(x0)

λ
∈ Rn,

以及 f(x) 的第 α 个分量 fα(x) 相对于 xi 的变化率

∂fα

∂xi
(x0) , lim

λ→0∈R

fα(x0 + λii)− fα(x0)

λ
∈ R,

即有

∂f

∂xi
(x0) =



∂f1

∂xi
(x0)

...
∂fα

∂xi
(x0)

...
∂fn

∂xi
(x0)


∈ Rn.

综上所述，有

Df(x0) =

[
∂f

∂x1
, · · · , ∂f

∂xm

]
(x0) =


∂f1

∂x1
· · · ∂f1

∂xm

... . . . ...

∂fn

∂x1
· · · ∂fn

∂xm

 (x0)
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矩阵 Df(x0) ∈ Rn×m 称为 Jacobi 矩阵。
可定义在向量值映照在某点沿某方向的变化率

∂f

∂e
(x0) , lim

λ→0∈R

f(x0 + λe)− f(x0)

λ
∈ Rn, ∀ |e|Rm = 1.

按可微性的定义，易见当 f(x) 在 x0 ∈ Rm 点可微, 有

∃ ∂f

∂e
(x0) = Df(x0) e, ∀ |e|Rm = 1

1.2 复合向量值映照的可微性定理

定理 1.1 (复合向量值映照的可微性定理). 向量值映射

θ(x) : Rm ⊃ Dθ ∋ x 7→ θ(x) ∈ Rn

在 x0 ∈ intDθ ⊂ Rm 点可微; 向量值映射

Θ(y) : Rn ⊃ DΘ ∋ y 7→ Θ(y) ∈ Rl

在 y0 = θ(x0) ∈ intDΘ ⊂ Rn 点可微. 则有

1. 在 x0 点局部存在向量值的复合 Θ ◦ θ(x);

2. Θ ◦ θ(x) 在 x0 点可微，且有

Θ ◦ θ(x0 +△x) = Θ ◦ θ(x0) +DΘ(θ(x0)) ·Dθ(x0)△x+ o(|△x|Rm)

证明 证明复合向量值映照的局部存在性。由于，考虑到 x0 ∈ intDθ 和 y0 ∈ intDΘ，以及

可微性保证连续性，则有：

∃λ, µ ∈ R+, s.t.θ(Bλ(x0)) ⊂ Bµ(y0)

且 Bλ(x0) ⊂ Dθ 和 Bµ(y0) ⊂ DΘ。由此可构造：

Θ ◦ θ(x) : Bλ(x0) ∋ x 7→ Θ ◦ θ(x) ≡ Θ(θ(x)) ∈ Rl

证明可微性。基于 Θ(y) ∈ Rl 在 y0 = θ(x0) ∈ Rn 点的可微性，即有：

Θ(y0 +△y) = Θ(y0) +DΘ(y0)△y + o(|△y|Rn)

引入

Φ(△y) : Rn ⊃ Bµ(0) ∋ △y 7→ Φ(△y) ,
{

o(|△y|Rn )
|△y|Rn

△y ̸= 0 ∈ Rn

0 △y = 0 ∈ Rn
∈ Rl

则有

Θ(y0 +△y) = Θ(y0) +DΘ(y0)△y +Φ(△y) · |△y|Rn , , ∀△y ∈ Bµ(0) ⊂ Rn
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基于 θ(x) ∈ Rn 在 x0 ∈ Rm 点的可微性，取

△y := θ(x0 +△x)− θ(x0) = Dθ(x0)△x+ o(|△x|Rm), ∀△x ∈
◦
Bλ(0) ⊂ Rm

带入上式，则有

Θ ◦ θ(x0 +△x) = Θ ◦ θ(x0) +DΘ(y0) · [Dθ(x0)△x+ o(|△x|Rm)]

+Φ(Dθ(x0)△x+ o(|△x|Rm)) · |Dθ(x0)△x+ o(|△x|Rm)|Rn , ∀△x ∈
◦
Bλ(0) ⊂ Rm

考虑到：

lim
△x→0∈Rm

DΘ(y0) · o(|△x|Rm)

|△x|Rm
∈ Rl

⇔

lim
△x→0∈Rm

1

|△x|Rm
·
[

∂Θα

∂y1
, · · · , ∂Θα

∂yn

]
(y0) ·


o1(|△x|Rm)

...
on(|△x|Rm)

 = 0 ∈ R, α = 1, · · · , n

即有：

DΘ(y0) · o(|△x|Rm) = o(|△x|Rm) ∈ Rl

考虑到：

lim
△x→0∈Rm

[Dθ(x0)△x+ o(|△x|Rm)] = 0 ∈ Rn, lim
△y→0∈Rn

Φ(△y) = 0 = Φ(0) ∈ Rl

以及包含性条件：

Dθ(x0)△x+ o(|△x|Rm) ∈ Bµ(0) ⊂ Rn, ∀x ∈
◦
Bλ(0) ⊂ Rm

按复合向量值映照的极限定理有

lim
△x→0∈Rm

Φ(Dθ(x0)△x+ o(|△x|Rm)) = 0 ∈ Rl

考虑到：

|Dθ(x0)△x+ o(|△x|Rm)|Rn

|△x|Rm

≤ |Dθ(x0)△x|Rn

|△x|Rm
+

|o(|△x|Rm)|Rn

|△x|Rm
≤ |Dθ(x0)|Rn×m · |△x|Rm

|△x|Rm
+

|o(|△x|Rm)|Rn

|△x|Rm

≤ |Dθ(x0)|Rn×m + 1 当：|△x|Rm ≪ 1

此处 |Dθ(x0)|Rn×m ,
√∑n

α=1

∑m
j=1 |∂θ

α/∂xj |2。故有：

lim
△x→0∈Rm

Φ(Dθ(x0)△x+ o(|△x|Rm)) · |Dθ(x0)△x+ o(|△x|Rm)|Rn

|△x|Rm
= 0 ∈ Rl

即有：

Φ(Dθ(x0)△x+ o(|△x|Rm)) · |Dθ(x0)△x+ o(|△x|Rm)|Rn = o(|△x|Rm) ∈ Rl
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综上所述，则有：

Θ ◦ θ(x0 +△x) = Θ ◦ θ(x0) +DΘ(θ(x0)) ·Dθ(x0)△x+ o(|△x|Rm) ∈ Rl, ∀△x ∈
◦
Bλ(0) ⊂ Rm

如果 g 为向量值映射

g : Rn −→ Rl; y =


y1

...
yn

 7−→ g(y) =


g1(y1, · · · , yn)

...
gl(y1, · · · , yn)


则 g 和 f 复合成向量值映射

g ◦ f : Rm −→ Rl; x =


x1

...
xm

 7−→ (g ◦ f)(x) =


(g ◦ f)1(x1, · · · , xm)

...
(g ◦ f)l(x1, · · · , xm)

 .

按复合向量值映照的可微性定量, 复合映照 (g ◦ f)(x) 的 Jacobi 矩阵为

D(g ◦ f)(x) = Dg(f(x)) ·Df(x),

亦即为
∂(g ◦ f)1

∂x1
· · · ∂(g◦f)1

∂xm

... · · ·
...

∂(g ◦ f)l

∂x1
· · · ∂(g ◦ f)l

∂xm


l×m

=


∂g1

∂f1
· · · ∂g1

∂fn

... · · ·
...

∂gl

∂f l
· · · ∂gl

∂fn


l×n

·


∂f1

∂x1
· · · ∂f1

∂xm... · · ·
...

∂fn

∂x1
· · · ∂fn

∂xm


n×m

.

对于上述向量值映射的每个分量，即为多元函数

(g ◦ f)p(x) = gp(f(x)) = gp(f1(x1, · · · , xm), · · · , fn(x1, · · · , xm)) ∀ p = 1, · · · l,

向量值映射的每个分量遵循以下链式求导法则：

∂(g ◦ f)p

∂xk
(x) =

n∑
j=1

∂gp

∂f j
(f(x)) · ∂f

j

∂xk
∀ k = 1, · · ·m; ∀ p = 1, · · · l. (1)

如有 f̂(x) = f(η1(x), · · · ,ηq(x)) ∈ Rl 式中 η1(x) ∈ Rn1 , · · · ,ηq(x) ∈ Rnq ;x ∈ Rm，则有

Df̂(x) = Dη1
f(η1(x), · · · ,ηq(x))Dη1(x)+· · ·+Dηq

f(η1(x), · · · ,ηq(x))Dηq(x) ∈ Rl×(n1+···+nq)

分析：

f̂(x) : Rm ∋ x 7→ f̂(x) , f(η1(x), · · · ,ηq(x)) ≡ f ◦ η(x) ∈ Rl

此处

Rm ∋ x 7→ η(x) =


η1(x)

...
ηq(x)

 ∈ Rn1+···+nq
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按复合映照可微性定理，则有

Df̂(x) =
[
Dη1

f , · · · ,Dηq
f
]
(η(x))


Dη1(x)

...
Dηq(x)


= Dη1

f(η(x))Dη1(x) + · · ·+Dηq
f(η(x))Dηq(x)

1.3 高阶偏导数

无论对多元函数还是向量值映照, 如有存在对自变量某个分量的一阶偏导函数, 则可进一步
考虑其对自变量某个分量的偏导数, 含有二次或二次以上的偏导数可统称为高阶偏导数.

例如, 对多元函数
f(x) : Rm ⊃ Dx ∋ x 7→ f(x) ∈ R

存在关于 xi 的偏导函数

∂f

∂xi
(x) : Rm ⊃ Dx ∋ x 7→ ∂f

∂xi
(x) ∈ R.

则可进一步考虑
∂f

∂xi
(x) 在 x 点关于 xj 的变化率

∂2f

∂xj∂xi
(x) , ∂

∂xj

(
∂f

∂xi

)
(x) , lim

λ→0∈R

∂f
∂xi (x+ λij)− ∂f

∂xi (x)

λ
.

可称
∂2f

∂xj∂xi
(x) 为 f(x) 在 x 点的二阶偏导数, 如果 i ̸= j 又可称为混合偏导数.

值得指出, 一般情况混合偏导数并不一定相等, 亦即

∂2f

∂xi∂xj
, lim

λ→0∈R

∂f
∂xj (x+ λii)− ∂f

∂xj (x)

λ
̸= lim

λ→0∈R

∂f
∂xi (x+ λij)− ∂f

∂xi (x)

λ
, ∂2f

∂xj∂xi
(x).

2 应用事例

2.1 分片函数的偏导数

事例 1 (一阶偏导数都不连续，不可微).

f(x, y) =


x2 y

x2 + y2
(x, y) ̸= (0, 0)

0 (x, y) = (0, 0)

连续性：全空间连续

一阶偏导数：

∂f

∂x
(x, y) =


2xy3

(x2 + y2)2
(x, y) ̸= (0, 0)

0 (x, y) = (0, 0)

∂f

∂y
(x, y) =

 x2
x2 − y2

(x2 + y2)2
(x, y) ̸= (0, 0)

0 (x, y) = (0, 0)
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事例 2 (一阶偏导数都不连续，可微).

f(x, y) =


xy sin

1√
x2 + y2

(x, y) ̸= (0, 0)

0 (x, y) = (0, 0)

连续性：全空间连续

一阶偏导数：

∂f

∂x
(x, y) =

 y sin
1√

x2 + y2
− x2y

(x2 + y2)3/2
cos

1√
x2 + y2

(x, y) ̸= (0, 0)

0 (x, y) = (0, 0)

∂f

∂x
(x, y) =

 x sin
1√

x2 + y2
− xy2

(x2 + y2)3/2
cos

1√
x2 + y2

(x, y) ̸= (0, 0)

0 (x, y) = (0, 0)

事例 3 (一阶偏导数都连续，可微).

f(x, y) =

 xy
x2 − y2

x2 + y2
(x, y) ̸= (0, 0)

0 (x, y) = (0, 0)

连续性：全空间连续

一阶偏导数：

∂f

∂x
(x, y) =

 y
x2 − y2

x2 + y2
+ xy

4xy2

(x2 + y2)2
(x, y) ̸= (0, 0)

0 (x, y) = (0, 0)

∂f

∂y
(x, y) =

 x
x2 − y2

x2 + y2
− xy

4xy2

(x2 + y2)2
(x, y) ̸= (0, 0)

0 (x, y) = (0, 0)

3 拓广深化

3.1 单参数向量值映照的变化率

性质 3.1. 设 A(t),B(t) ∈ R3 为两个单参数向量值映照, 如果 ∃ dA
dt (t),

dB
dt (t) ∈ R3, 则有

1. ∃ d
dt(αA+ βB)(t) = α

dA
dt (t) + β

dB
dt (t) ∈ R3, ∀α, β ∈ R;

2. ∃ d
dt (A, B)R3 (t) =

(
dA
dt (t), B(t)

)
R3

+

(
A(t),

dB
dt (t)

)
R3

∈ R;

3. ∃ d
dt(A×B)(t) =

dA
dt (t)×B(t) +A(t)× dB

dt (t) ∈ R3.
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证明 方法一 按映照观点. (αA+ βB)(t) ∈ R3 可理解为

R ∋ t 7→ (αA+ βB)(t) = α


A1

A2

A3

 (t) + β


B1

B2

B3

 (t) =


(αA1 + βB1)(t)

(αA2 + βB2)(t)

(αA3 + βB3)(t)

 ∈ R3.

由此, 可有

d
dt(αA+ βB)(t) =



(
α

dA1

dt + β
dB1

dt

)
(t)(

α
dA2

dt + β
dB2

dt

)
(t)(

α
dA3

dt + β
dB3

dt

)
(t)


= α



dA1

dt
dA2

dt
dA3

dt

 (t) + β



dB1

dt
dB2

dt
dB3

dt

 (t)

= α
dA
dt (t) + β

dB
dt (t) ∈ R3.

类似地, 有

R ∋ t 7→ (A,B)R3 (t) = (A1B1)(t) + (A2B2)(t) + (A3B3)(t) ∈ R.

由此, 可有

d
dt (A,B)R3 (t) =

(
dA1

dt B1

)
(t) +

(
dA2

dt B2

)
(t) +

(
dA3

dt B3

)
(t) +

(
A1dB1

dt

)
(t)

+

(
A2dB2

dt

)
(t) +

(
A3dB3

dt

)
(t)

=

(
dA
dt (t), B(t)

)
R3

+

(
A(t),

dB
dt (t)

)
R3

∈ R.

另有

R ∋ t 7→ (A×B) (t) ,

∣∣∣∣∣∣∣∣
i j k

A1 A2 A3

B1 B2 B3

∣∣∣∣∣∣∣∣ (t) =

A2B3 −A3B2

A3B1 −A1B3

A1B2 −A2B1

 (t) ∈ R3,

可有

d
dt(A×B)(t) =



dA2

dt B3 − dA3

dt B2

dA3

dt B1 − dA1

dt B3

dA1

dt B2 − dA2

dt B1

 (t) +


A2dB3

dt −A3dB2

dt

A3dB1

dt −A1dB3

dt

A1dB2

dt −A2dB1

dt

 (t)

=
dA
dt (t)×B(t) +A(t)× dB

dt (t) ∈ R3.

方法二 按极限分析. 考虑到

∃ dA
dt (t) , lim

∆t→0

A(t+∆t)−A(t)

∆t
∈ R3

8
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等价于

A(t+∆t) = A(t) +
dA
dt (t)∆t+ o(∆t),

故有

(αA+ βB)(t+∆t) ≡ αA(t+∆t) + βB(t+∆t)

= α

[
A(t) +

dA
dt (t)∆t+ o(∆t)

]
+ β

[
B(t) +

dB
dt (t)∆t+ o(∆t)

]
= (αA+ βB)(t) +

[
α

dA
dt (t) + β

dB
dt (t)

]
∆t+ o(∆t),

亦即 ∃ d
dt(αA+ βB)(t) = α

dA
dt (t) + β

dB
dt (t).

类似地, 有

(A,B)R3 (t+∆t) ≡ (A(t+∆t),B(t+∆t))R3

=

(
A(t) +

dA
dt (t)∆t+ o(∆t), B(t) +

dB
dt (t)∆t+ o(∆t)

)
R3

= (A, B)R3 (t) +

[(
dA
dt (t), B(t)

)
R3

+

(
A(t),

dB
dt (t)

)
R3

]
∆+ o(∆t)

(A×B)(t+∆t) ≡ A(t+∆t)×B(t+∆t)

=

[
A(t) +

dA
dt (t)∆t+ o(∆t)

]
×
[
B(t) +

dB
dt (t)∆t+ o(∆t)

]
= (A×B)(t) +

[
dA
dt (t)×B(t) +A(t)× dB

dt (t)
]
∆t+ o(∆t),

由此即有 ∃ d
dt (A, B)R3 (t) =

(
dA
dt (t), B(t)

)
R3

+

(
A(t),

dB
dt (t)

)
R3

.

另外, 可有 ∃ d
dt(A×B)(t) =

dA
dt (t)×B(t) +A(t)× dB

dt (t).

性质 3.2. 1. 设 A ∈ Rm×n 为常数矩阵, b(t) ∈ Rn, 有

R ∋ t 7→ Ab(t) ∈ Rm

则有
d
dt(Ab)(t) = A

db
dt (t) ∈ Rm.

2. 设 A(t) ∈ Rm×n，b(t) ∈ Rn, 有

R ∋ t 7→ (Ab)(t) = A(t)b(t) ∈ Rm

则有
d
dt(Ab)(t) =

dA
dt (t)b(t) +A(t)

db
dt (t) ∈ Rm,

此处

dA
dt (t) :=


dA11

dt · · · dA1n

dt...
...

dAm1

dt · · · dAmn

dt

 (t).

9
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3. 设 A(t) ∈ Rm×n，B(t) ∈ Rn×l, 有

R ∋ t 7→ (AB)(t) = A(t)B(t) ∈ Rm×l,

则有
d
dt(AB)(t) =

dA
dt (t)B(t) +A(t)

dB
dt (t).

4. 设 A(t) ∈ Rm×n,B(t) ∈ Rn×l,C(t) ∈ Rl×p, 有

R ∋ t 7→ (ABC)(t) = A(t)B(t)C(t) ∈ Rm×p,

则有

d
dt(ABC)(t) =

dA
dt (t)B(t)C(t) +A(t)

dB
dt (t)C(t) +A(t)B(t)

dC
dt (t) ∈ Rm×p.

证明 1. 考虑

Ab(t) =



A11 · · · A1n

...
...

Ai1 · · · Ain

...
...

Am1 · · · Amn




b1

...
bn

 (t) ∈ Rm

则有

(Ab)i(t) =

n∑
s=1

Aisb
s(t)

所以
d
dt(Ab)i(t) =

n∑
s=1

Ais
dbs
dt (t).

因此，有
d
dt(Ab)(t) = A

db
dt (t) ∈ Rn.

2. 由 (Ab)i(t) =

n∑
s=1

Ais(t)b
s(t), 有

d
dt(Ab)i(t) =

n∑
s=1

dAis

dt (t)bs(t) +

n∑
s=1

Ais(t)
d, bs
dt (t)

即有
d
dt(Ab)(t) =

dA
dt (t)b(t) +A(t)

db
dt (t) ∈ Rn.

3. 由

(AB)ij(t) =
n∑

k=1

Aik(t)Bkj(t), 1 6 i 6 m, 1 6 j 6 l

则有
d
dt(AB)ij(t) =

n∑
k=1

dAik

dt (t)Bkj(t) +

n∑
k=1

Aik(t)
dBkj

dt (t),

10
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即有
d
dt(AB)(t) =

dA
dt (t)B(t) +A(t)

dB
dt (t) ∈ Rn×l.

4. 由 (3) 即有

d
dt(ABC)(t) =

dA
dt (t)B(t)C(t) +A(t)

dBC

dt (t)

=
dA
dt (t)B(t)C(t) +A(t)

(
dB
dt (t)C(t) +B(t)

dC
dt (t)

)
=

dA
dt (t)B(t)C(t) +A(t)

dB
dt (t)C(t) +A(t)B(t)

dC
dt (t).

3.2 旋转的数学机制及其应用

3.2.1 角速度向量

设 {ii}mi=1 ⊂ Rm 为典则基, {ei(t)}mi=1 ⊂ Rm 为随时间 t 变化的单位正交基, 则可建立关系
式

[
e1 · · · em

]
(t) =

[
i1 · · · im

]
P11 · · · P1m

...
...

Pm1 · · · Pmm

 (t).

记作 e(t) = iP (t)。由于 {ei(t)}mi=1 为单位正交基, 即有
eT
1
...

eT
m

[
e1 · · · em

]
= eT(t)e(t) = Im,

则有 PT(t)P (t) = Im，亦即 P (t) ∈ Orth.
考虑 ∀ b(t) ∈ Rm, 则有

b =



[
i1 · · · im

]


i
b1(t)

...
i
bm(t)

 =: i
i
b(t)

[
e1(t) · · · em(t)

]
e
b1(t)

...
e
bm(t)

 =: e(t)
e
b(t).

由于 e(t) = iP (t), 则有 
i
b(t) = P (t)

e
b(t)

e
b(t) = PT(t)

i
b(t)

.

11
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计算 b(t) 在典则基 {ii}mi=1 下的变化率

db
dt (t) =

d
dt(e

e
b)(t) = ė(t)

e
b(t) + e(t)

d
e
b

dt (t) = e(t)
d
e
b

dt (t) + iṖ (t)
e
b(t)

= e(t)
d
e
b

dt (t) + e(t)(PTṖ )(t)
e
b(t).

考虑到 PT(t)P (t) = Im, 可有

0 = (Ṗ
T
P )(t) + (PTṖ )(t) = (PTṖ )T(t) + (PTṖ )(t),

故有 (PTṖ )(t) ∈ Skw, 即为反对称矩阵. 记

(PTṖ )(t) =


0 −ω3 ω2

ω3 0 −ω1

−ω2 ω1 0

 (t)

则有

e(t)(PTṖ )(t)
e
b(t) =

[
e1 e2 e3

]
(t)


0 −ω3 ω2

ω3 0 −ω1

−ω2 ω1 0

 (t)


e
b1

e
b2

e
b3

 (t)

=
[
e1 e2 e3

]
(t)


ω2

e
b3 − ω3

e
b2

ω3

e
b1 − ω1

e
b3

ω1

e
b2 − ω2

e
b1

 (t) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
e1 e2 e3

ω1 ω2 ω3
e
b1

e
b2

e
b3

∣∣∣∣∣∣∣∣
= ω(t)× b(t),

式中 ω(t) = ω1e1 + ω2e2 + ω3e3 可称为反对称矩阵 (PTṖ )(t) 的伴随向量, 亦可称为角速度向
量.

引入 b(t) 在正交基 {ei(t)}mi=1 下的变化率为

e
db
dt (t) =

e
d
dt(e

e
b)(t) , e(t)

d
e
b

dt (t).

由此, 可有 b(t) ∈ R3 在典则基下变化率与在运动正交基 {ei(t)}mi=1 下的变化率之间的关系为

db
dt (t) =

e
db
dt (t) + ω(t)× b(t).

3.2.2 研究简单的旋转

如图2的定轴旋转, 可有

[
e1 e2 e3

]
=

[
i1 i2 i3

]
cos θ(t) − sin θ(t) 0

sin θ(t) cos θ(t) 0

0 0 1

 = iP (t),

12
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x

y

z

O

i1

i2

i3

e1

e2

e3

θ(t)

θ(t) x

y

O i1

i2

e1

e2

θ(t)

θ(t)

图 2: 空间定轴旋转

则有

(PTṖ )(t) =


cos θ(t) sin θ(t) 0

− sin θ(t) cos θ(t) 0

0 0 1



− sin θ(t) − cos θ(t) 0

cos θ(t) − sin θ(t) 0

0 0 0

 θ̇(t)

=


0 −θ̇(t) 0

θ̇(t) 0 0

0 0 0

 =:


0 −ω3 ω2

ω3 0 −ω1

−ω2 ω1 0

 .

所以

ω(t) = θ̇(t)e3 = θ̇(t)i3 ∈ R3

即为定轴转动的角速度.

3.2.3 研究一般的旋转

如图3的定点旋转, 可有

[
ẽ1 ẽ2 ẽ3

]
(t) =

[
i1 i2 i3

]
cosα(t) − sinα(t) 0

sinα(t) cosα(t) 0

0 0 1

 =: iA(t),

[
ê1 ê2 ê3

]
(t) =

[
ẽ1 ẽ2 ẽ3

]
(t)


1 0 0

0 cosβ(t) − sinβ(t)

0 sinβ(t) cosβ(t)

 =: ẽ(t)B(t),

[
ē1 ē2 ē3

]
(t) =

[
ê1 ê2 ê3

]
(t)


cos γ(t) − sin γ(t) 0

sin γ(t) cos γ(t) 0

0 0 1

 =: ê(t)C(t).
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β(t)

γ(t)
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图 3: 空间定点旋转

计算可得 (ATȦ)(t), (BTḂ)(t), (CTĊ)(t) 对应的伴随向量分别为

ωA(t) := α̇(t)ẽ3(t), ωB(t) := β̇(t)ê1(t), ωC(t) := γ̇(t)ē3(t).

综上，可有

ē(t) = ê(t)C(t) = ẽB(t)C(t) = iA(t)B(t)C(t) =: iP (t)

以及

Ṗ (t) = Ȧ(t)B(t)C(t) +A(t)Ḃ(t)C(t) +A(t)B(t)Ċ(t) ∈ R3×3

则有

(PTṖ )(t) = CT(t)BT(t)(ATȦ)(t)B(t)C(t) +CT(t)(BTḂ)(t)C(t) + (CTĊ)(t)

= (BC)T(t)(ATȦ)(t)(BC)(t) +CT(t)(BTḂ)(t)C(t) + (CTĊ)(t).

已有
db
dt (t) = ē(t)

db̄
dt (t) + ē(t)(PTṖ )(t)b̄(t),
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此处 b̄(t) 为 b(t) 在单位正交基 {ēi(t)}3i=1 下的坐标. 现有

ē(t)(PTṖ )(t)b̄(t) = ē(BC)T(ATȦ)(BC)b̄+ ēCT(BTḂ)CC̄ + ē(CTĊ)b̄.

再考虑到 ē = ẽ(BC), 有
b = ēb̄ = ẽ(BC)b̄ = ẽb̃,

因此有 b̃ = (BC)b̄. 同理由 ē = êC, 可有

b = ēb̄ = êCb̄,

因此有 b̂ = Cb̄, 此处 b̃ 和 b̂ 即为 b(t) 在单位正交基 {ẽi(t)}3i=1 和 {êi(t)}3i=1 下的坐标.
综上，可有

ē(PTṖ )b̄ = ẽ(ATȦ)b̃+ ê(BTḂ)b̂+ ē(CTĊ)b̄

= ωA × b+ ωB × b+ ωC × b

= (ωA + ωB + ωC)× b = ω̄ × b.

由此，有

db
dt (t) =

d̄b
dt (t) + ω̄(t)× b(t)

=
d̄b
dt (t) + (ωA + ωB + ωC)× b(t)

=
d̄b
dt (t) + (α̇ẽ3 + β̇ê1 + γ̇ē)(t)× b(t).

上述结论称为角速度合成定理.

3.3 曲线坐标系

有一类特殊的向量值映照称为C p 微分同胚, 在高维微积分、流形上的微积分、力学等方面
都有着极为重要的应用.

定义 3.1 (C p 微分同胚). 对映照

X(x) : Rm ⊃ Dx ∋ x 7→ X(x) ∈ Rm,

满足:

1. 定义域 Dx 和值域 DX := X(Dx) 均为开集;

2. X(x) 实现 Dx 和 DX 之间的双射;

3. X(x) 及其逆映照 x(X) 均为 C p 映照,

则称映照 X(x) 实现集合 Dx 与 DX 之间的微分同胚, 记作 X(x) ∈ C p(Dx;DX).

15
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本书称 DX 为物理区域, 亦即物理事件实际发生的区域, 如连续介质实际所在的区域; 称 Dx

为参数区域. 由于存在 x ∈ Dx 同 X ∈ DX 之间的一一对应关系, 故物理区域中的位置刻画可等
价地对应至参数区域中的位置刻画, 籍此也称 X(x) ∈ C p(Dx;DX) 为曲线坐标系.

考虑 X = X(x) 的 Jacobi 阵

DX(x) =


∂X1

∂x1
· · · ∂X1

∂xi
· · · ∂X1

∂xm...
...

...
∂Xm

∂x1
· · · ∂Xm

∂xi
· · · ∂Xm

∂xm

 (x)

=:
(
g1 · · · gi · · · gm

)
(x) ∈ Rm×m,

式中

gi(x) , lim
λ→0

X(x+ λii)−X(x)

λ
∈ Rm,

其几何意义为物理空间中 xi 曲线在 X(x) 点的切向量. 由于 DX(x) 非奇异, 因此 {gi(x)}mi=1

为线性无关向量组, 亦即成为 Rm 中的一个基, 且这种基随空间位置变化, 称为曲线坐标系的局
部协变基.

考虑 x = x(X) 的 Jacobi 阵

Dx(X) =


∂x1

∂X1
· · · ∂x1

∂X i
· · · ∂x1

∂Xm

...
...

...
∂xm

∂X1
· · · ∂xm

∂X i
· · · ∂xm

∂Xm


=:

(
g1 · · · gi · · · gm

)T
(X) ∈ Rm×m,

式中

gi(X) ,
(

∂xi

∂X1
· · · ∂xi

∂Xm

)T
(X) =

∂xi

∂Xα
(X)iα , gradxi(X),

其几何意义为物理空间中 xi(X) 在点 X 的梯度或者曲面 xi(X) =常数 的法向量方向.
考虑到 x = x(X) 为 X = X(x) 的逆映照, 即有 X = X(x(X)) 或 x = x(X(x)). 按复合

向量值映照的可微性定理, 有

Dx(X)DX(x) =


(g1, g

1)Rm · · · (g1, g
i)Rm · · · (g1, g

m)Rm

...
...

...
(gm, g1)Rm · · · (gm, gi)Rm · · · (gm, gm)Rm

 = I ∈ Rm×m.

由此, 可有 {gi(x)}mi=1 亦为 Rm 中的一个基, 且满足对偶关系 (gi, g
j)Rm = δji , i, j = 1, · · · ,m.

可称 {gi(x)}mi=1 为曲线坐标系的局部逆变基.
基于曲线坐标系的局部协变基及逆变基, 可引入

gij(x) =
(
gi(x), gj(x)

)
Rm , gij(x) =

(
gi(x), gj(x)

)
Rm ,

可称 {gij(x)}mi,j=1 或 {gij(x)}mi,j=1 为曲线坐标系的度量.
三维 Euclid 空间中曲线坐标系如图4所示, 高维情况类似.
引入曲线坐标系 (微分同胚) 有两方面意义：
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x1

x2

x3

a

b
c

d

e

f
g

h

曲线坐标系

X(x) ∈ Cp(Dx;DX)

x1

x2

x3

x1

x3

a

b

c

d

e

f

g

h

g1(xa)

g2(xa)

g3(xa)

g1(xd)

g2(xd)

g3(xd)

局部协变基

DX(x) =
(
g1 g2 g3

)
(x)

O

X1

X2

X3

图 4: 三维 Euclid 空间中曲线坐标系示意

1. 将几何形态不规则的物理区域变换为几何形态规则的参数区域;

2. 可利用曲线坐标系自身诱导的局部基 (协变基及逆变基) 展开物理量满足的自然界守恒律
方程, 以获得相对局部基的分量方程. 此种类型的方程有益于建立力学等物理过程同几何
之间的关系.

3.4 曲线坐标系下的速度与加速度表示形式

在引入曲线坐标系 X(x) ∈ C p(Dx;DX) 的情况下, 首先在参数域中定义曲线

Γ x(λ) : R ⊃ [α, β] ∋ λ 7→ Γ x(λ) ≡ x(λ) =


x1(λ)

...
xm(λ)

 ∈ Rm,

其中 {xi}mi=1 为曲线坐标系中的坐标.
然后, 基于曲线坐标系, 有物理域中的体积中的曲线

Γ (λ) : R ⊃ [α, β] ∋ t 7→ Γ (λ) ≡ X(λ) = X ◦ x(λ) =


X1(λ)

...
Xm(λ)



=


X1(x(λ))

...
Xm(x(λ))

 ∈ Rm.

体积中的曲线, 如图5所示.
当曲线以时间为参数时, 也称曲线为轨迹.
速度定义为位置对时间的变化率, 即

v(t) , lim
∆t→0

X(t+∆t)−X(t)

∆t
=

dX
dt (t) ∈ Rm.
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x1

xi

xm

O

Dx

λ = a

λ = b

Γ x(λ) = x(λ) =


x1

...
xm

 (λ)

λa bλ

Γ x

X1

Xα

Xm

O

DX

X(x(λ)) =


X1

...
Xm

 (x(λ)) =: Γ (λ)

X

图 5: 体积中的曲线示意

考虑到 X(t) = X ◦ x(t), 速度可以表示为

v(t) =
dX
dt (t) = DX(x)

dx
dt (t)

=
(
g1(x), · · · , gm(x)

)
ẋ1(t)

...
ẋm(t)

 = ẋi(t)gi(x(t)) ∈ Rm,

此处 ẋi(t) 表示函数 xi(t) 对时间 t 的导数, 本书采用此记号, 以后不再特别说明.
加速度定义为速度对时间的变化率, 即

a(t) , lim
∆t→0

v(t+∆t)− v(t)

∆t
=

dv
dt (t),

表示为分量形式即为

a(t) = ai(t)gi(x(t)) = ai(t)g
i(x(t)),

其中

ai(t) =
(
a(t), gi(x(t))

)
R3 , ai(t) = (a(t), gi(x(t)))Rm .

下面考虑 ai(t), 有

ai(t) = (a(t), gi(x(t)))Rm =

(
dv
dt (t), gi(x(t))

)
Rm

=
d
dt (v(t), gi(x(t)))Rm −

(
v(t),

d
dtgi(x(t))

)
Rm

.

为了计算上式, 引入二元向量值函数 v̂(x, ẋ) = ẋigi(x), 式中的 x 和 ẋ 是相互独立的变量.
易见此函数满足如下性质:

1. v̂(x(t), ẋ(t)) = ẋi(t)gi(x(t)) = v(t);
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2. ∂v̂

∂xj
(x, ẋ) = ẋi

∂gi

∂xj
(x) = ẋi

∂gj

∂xi
(x), 所以有

∂v̂

∂xj
(x(t), ẋ(t)) = ẋi(t)

∂gj

∂xi
(x(t)) =

d
dtgj(x(t)),

式中
d
dt 表示全导数;

3. ∂v̂

∂ẋj
(x, ẋ) =

∂ẋi

∂ẋj
gi(x) = δijgi(x) = gj(x), 所以有

∂v̂

∂ẋj
(x(t), ẋ(t)) = gj(x(t)).

再引入二元函数 T̂ (x, ẋ) =
1

2
(v̂(x, ẋ), v̂(x, ẋ))R3 =

1

2
|v̂(x, ẋ)|2R3 , 满足如下性质:

1. T̂ (x(t), ẋ(t)) =
1

2
|v̂(x(t), ẋ(t))|2R3 =

1

2
|v(t)|2R3 即为单位质量质点的动能;

2. ∂T̂

∂xi
(x, ẋ) =

(
v̂(x, ẋ),

∂v̂

∂xi
(x, ẋ)

)
R3

;

3. ∂T̂

∂ẋi
(x, ẋ) =

(
v̂(x, ẋ),

∂v̂

∂ẋi
(x, ẋ)

)
R3

.

利用函数 v̂(x, ẋ)、T̂ (x, ẋ) 及其性质, 可得

ai(t) =
d
dt

(
v̂(x(t), ẋ(t)),

∂v̂

∂ẋi
(x(t), ẋ(t))

)
R3

−
(
v̂(x(t), ẋ(t)),

∂v̂

∂xi
(x(t), ẋ(t))

)
R3

=
d
dt

∂T̂

∂ẋi
(x(t), ẋ(t))− ∂T̂

∂xi
(x(t), ẋ(t)).

此方程称为曲线坐标系下加速度表示的 Lagrange 方程.

3.5 速度场的分解

4 建立路径
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