第二章  多元线性回归模型的有偏估计

模型的参数估计依赖于观测样本，样本是随机的(至少Y是随机的)，因此估计量也是随机的，不一定恰好等于被估计参数的真值。但是我们希望多次估计的结果的期望值接近或等于真值，即
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这就叫无偏估计。无偏估计被认为是一个估计量应有的优良性质。

但是在一些场合，满足无偏性的估计量却不具备其它应有的优良性，比如说稳定性、容许性。统计学家提出了一些新的估计方法，它们往往不具备无偏性，但在特定场合综合起来考虑还是解决问题较好的。本章就分别介绍这些特定场合下的有偏估计。
第一节  设计矩阵列复共线与岭回归

一、设计矩阵列复共线的影响

上一章最后一节讲的是设计矩阵列向量完全线性相关，|X′X|=0的情况。实际工作中常遇到的是，设计矩阵的列向量存在近似线性相关(称为复共线(multicollinearity))，|X′X|≈0。此时一般最小二乘方法尽管可以进行，但估计的性质变坏，主要是对观测误差的稳定性变差，严重时估计量可能变得面目全非。

    例如我们建立二元线性回归模型
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有关资料在下面运算过程可以看到。看一看原始资料，它近似满足Yi=X1i+X2i, 应该估计出
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。可是我们调用普通最小二乘回归程序，运算结果却是
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（2.1.2）

对现有数据拟合的还挺好，两条曲线几乎成了一条曲线 (图2.1.1.1)，F值为303744，但是代入X1=0, X2=10,预测值却为15.66，这与原模型应有的预测值10相距甚远。

-------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------
岭回归与岭迹图计算程序, 例 2.1.4  

例214.D 数据文件中, n=8, M=2 

要显示原始资料吗? 0=不显示, 1=显示 

        2.0100       .9900      1.0100
        1.9900      1.0200       .9900
        4.0100      2.0300      1.9900
        5.9900      2.9700      3.0100
        8.0100      3.9600      4.0100
        7.9900      4.0100      3.9900
       10.0100      5.0400      4.9900
       11.9900      6.0500      5.9900
正规方程系数矩阵的行列式的值是          2.12162
请输入工作参数, 0=普通回归, 1=岭回归, 2=计算岭迹   （0）

现在作线性回归显著性检验, 计算t,F,R 统计量

请输入显著性水平a, 通常取a=0.01, 0.05, 0.10, a=?  （0.05）

-----------------------------------------------------
线 性 回 归 分 析 计 算 结 果 

     样本总数   8       自变量个数  2
-----------------------------------------------------
     回归方程  Y = b0+b1*X1+...+b2*X2
 Y =       .0033 +       .4330 X1 +      1.5660 X2 

     回归系数 b0, b1, b2, ..., b2
          .0033       .4330      1.5660
-----------------------------------------------------
     残差平方和:        .00  回归平方和:      93.92
     误差方差的估计 :       .0001  标准差 =     .0098
-----------------------------------------------------
线 性 回 归 显 着 性 检 验   显著性水平 :  .050
-----------------------------------------------------
     回归方程整体显著性F检验, H0:b0=b1=...=b2=0
     F统计量: 303744.5000  F临界值F(2,  5)   5.786
     全相关系数 R :        1.0000
-----------------------------------------------------
     回归系数逐一显著性t检验, H0:bi=0, i=1,...,2
     t 临界值 t(  5)    2.015
     回归系数b1-b 2的t值:       .0106   .0382
-----------------------------------------------------
要作回归预测吗? 键入 0=不预测, 1=要预测   (1)
现在作回归预测, 请输入自变量, X1-X 2
X( 1)= 0      X( 2)= 10
-----------------------------------------------------
  线 性 回 归 预 测:    Y 的预测值=       15.6633
     给定X1-X 2=          .0000     10.0000
-----------------------------------------------------
要作回归预测吗? 键入 0=不预测, 1=要预测   (0)
要打印拟合数据吗? 0=不打印, 1=打印   (1)
     Y的观测值       Y的拟合值        差值

          2.0100         2.0136         -.0036
          1.9900         1.9953         -.0053
          4.0100         3.9987          .0113
          5.9900         6.0030         -.0130
          8.0100         7.9977          .0123
          7.9900         7.9881          .0019
         10.0100        10.0001          .0099
         11.9900        12.0035         -.0135
计算结束。 
---------------------------------------------------------------------------------

    下面显示拟合图像。
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    对此我们可以作如下理论分析。
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作为β的估计是否优良，应该考察它与β的接近程度，这可以用
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的均方误差 (Mean Square Error)来度量：
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（2.1.3）

我们来计算线性模型
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（2.1.4）

的MSE(
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故由公式
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（2.1.6）

进一步，若ε～N (0,σ2In),则因对于对称矩阵A有
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（2.1.7）

注意到
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（2.1.8）

故
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（2.1.9）

因此
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（2.1.10）
于是
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（2.1.11）

由于X′X为正定阵，其特征根皆为正数，设为λ1≥λ2≥…≥λp>0,则
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（2.1.12）

代入(2.1.6)与(2.1.11)得
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（2.1.13）
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（2.1.14）

当设计矩阵X的列向量存在复共线关系时，λp≈0, 
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的无偏估计，但具体在每一次计算，由于均方误差太大，使得
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估计值偏差很大，以致前面的数值例子变得面目全非。

    二、岭回归

    统计学界由A. E. Hoerl在1962年提出并和R. W. Kennard在1970年系统发展的岭回归(Ridge Regression)方法，可以显著改善设计矩阵列复共线时最小二乘估计的均方误差，增强估计的稳定性。这个方法在计算数学称为阻尼最小二乘，出现得较早一些。
    岭回归方法主要就是在病态的(X′X)中沿主对角线人为地加进正数，从而使λp稍大一些。我们知道模型(2.1.4)中β的最小二乘估计为
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则β的岭估计定义为
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（2.1.16）

从式子直觉看出，当k=0时，它就是最小二乘估计；当k→+∞，
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。于是就要问k究竟取多大值为好?同时我们也要知道
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的统计性质究竟如何。
    性质1.  岭估计不再是无偏估计，即
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    无偏性一直被认为是一个好的统计量所必须具有的基本性质，但是在现在所讨论的问题场合，我们只好牺牲无偏性，以改善估计的稳定性。

    性质2.  岭估计是线性函数。
记S=X′X,  Zk= (I+kS-1)-1， 则因
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可见
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不仅是Y的线性函数，而且是原来最小二乘估计
[image: image35.wmf]L
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的线性函数。

    性质3.   Zk的特征根都在(0，1)内。
设有正交阵P与P′使
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则
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故知Zk的特征根分别为
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    性质4.  岭估计是压缩估计，即
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当然，由于
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    性质5.  岭估计的均方误差较小，即
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（2.1.19）

这个性质我们放到下一章与方差分量线性模型的广义岭估计一起证明。

    三、岭迹分析与岭参数选择
因为岭估计
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是k的函数，所以在二维坐标平面上若以横轴为k，纵轴为
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，它将画出一条曲线。这条曲线我们称之为岭迹。

    前已指出，当k→0时，岭迹反映了最小二乘估计
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的不稳定性。当k→+∞时，岭迹将趋于0。在k从0到+∞的变化过程中，
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    关于岭参数选择的问题，已有许多文献讨论。讨论来讨论去，并没有一个公认最优的准则。许多办法含有未知参数，又要对其进行估计。下一章我们将仔细介绍在方差分量模型的广义岭估计中岭参数的选择办法。这里我们只简要介绍几种较有影响的方法和原则。

    1. 岭迹稳定
    观察岭迹曲线，原则上应该选取使
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稳定的最小k值，同时残差平方和也不增加太多。
    2. 均方误差小
    岭估计的均方误差
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还是k的函数，可以证明它能在某处取得最小值。计算并观察
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    3. 
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假设回归模型Y=Xβ+ε的设计阵X已中心化，即
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（2.1.21）

记α=Pβ，α称为典则参数，Z=XP′，则原模型变为
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（2.1.22）

这个形式被称为线性回归的典则形式。此时α的最小二乘估计与岭回归估计为
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于是
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都是可以计算的，从而选取岭参数
[image: image58.wmf]2

2

ˆ

max

/

ˆ

i

k

a

s

=

。

    4．
[image: image59.wmf]å

=

=

p

j

j

j

p

k

1

2

2

ˆ

/

ˆ

a

l

s


    这是Bayes原理推出的法则。假若
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而
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    5. 
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直观考虑是，当X′X=I时，取
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可使岭估计具有最小的均方误差。于是以
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2

ˆ

s

s

替代
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因为编制岭回归计算程序及自动打印岭迹的程序现在并不困难，所以在现在条件下我们建议主要采取岭迹图标分析。

四、广义岭回归

    前面我们介绍了线性回归模型的典则形式
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其中α=Pβ称为典则参数，Z=XP′称为典则变量，P为正交方阵使P(X′X)P′=Λ。此时α的岭估计为
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（2.1.27）

这里主对角线上是统一地加上相同的k。如果灵活一些，使主对角线上可以加上不同的ki, i=1,…,p, 显然有可能使均方误差进一步下降。而且，原来狭义岭估计是广义岭估计的特例。将这个思想写成式子就是
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回到原来参数就是
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这里
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    广义岭回归确实能使估计的均方误差进一步下降，岭参数的选择更为复杂一些。这方面的证明与讨论我们放到下一章结合方差分量模型一起进行。
算例2.1.4  岭回归与岭迹图

仍然采用本节开头的资料，利用本书所附软件运行如下。从岭迹资料看，当岭参数k从0变到0.04时，就已趋于稳定了，到k=0.2时，已相当稳定了。我们就取k=0.20作正式的拟合回归分析。岭迹图也打印在后面(图2.1.4.1)。看回归方程系数，一个0.9816，一个1.0060，相当接近真值。实际回归计算工作中如果遇到列复共线情况，就改用本节程序运行。

------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------
岭回归与岭迹图计算程序, 例 2.1.4  

正规方程系数矩阵的行列式的值是          2.12162
请输入工作参数, 0=普通回归, 1=岭回归, 2=计算岭迹   （2）

下面计算岭迹, 计算40个点, 需要决定岭参数起点 K1 与终点 K40
例数据文件的岭参数, K1=0, K40=0.6  (下面只打印前20个点)
序号  岭参数    Beta0     Beta1    Beta2  

  0     .00      .003     .433    1.566

  1     .02      .010     .846    1.149
  2     .03      .013     .911    1.084
  3     .05      .015     .937    1.057
  4     .06      .017     .951    1.042
  5     .08      .019     .960    1.032
  6     .09      .021     .966    1.026
  7     .11      .023     .970    1.021
  8     .12      .025     .973    1.017
  9     .14      .026     .976    1.014
 10     .15      .028     .977    1.012
 11     .17      .030     .979    1.010
 12     .18      .031     .980    1.008
 13     .20      .033     .981    1.006
 14     .21      .035     .982    1.005
 15     .23      .036     .983    1.004
 16     .24      .038     .983    1.003
 17     .25      .039     .984    1.002
 18     .27      .041     .984    1.001
 19     .29      .042     .985    1.000
 20     .30      .044     .985     .999
计算指定岭参数的岭回归, 请输入岭回归合适的岭参数 k,    k=?  （0.2）

现在作线性回归显著性检验, 计算t,F,R 统计量

请输入显著性水平a, 通常取a=0.01, 0.05, 0.10, a=?  (0.05)
-----------------------------------------------------
线 性 回 归 分 析 计 算 结 果 

     样本总数   8       自变量个数  2
-----------------------------------------------------
     回归方程  Y = b0+b1*X1+...+b2*X2
 Y =       .0336 +       .9816 X1 +      1.0060 X2 

     回归系数 b0, b1, b2, ..., b2          .0336       .9816      1.0060
-----------------------------------------------------
     残差平方和:        .01  回归平方和:      93.21
     误差方差的估计 :       .0007  标准差 =     .0264
-----------------------------------------------------
线 性 回 归 显 着 性 检 验   显著性水平 :  .050
-----------------------------------------------------
     回归方程整体显著性F检验, H0:b0=b1=...=b2=0
     F统计量:  41914.2000  F临界值F(2,  5)   5.786
     全相关系数 R :        1.0000
-----------------------------------------------------
     回归系数逐一显著性t检验, H0:bi=0, i=1,...,2
     t 临界值 t(  5)    2.015
     回归系数b1-b 2的t值:       .0242   .0246
-----------------------------------------------------
要作回归预测吗? 键入 0=不预测, 1=要预测 

现在作回归预测, 请输入自变量, X1-X 2
X( 1)= 0   X( 2)= 10
-----------------------------------------------------
  线 性 回 归 预 测:    Y 的预测值=       10.0932
     给定X1-X 2=         .0000     10.0000
-----------------------------------------------------
要作回归预测吗? 键入 0=不预测, 1=要预测   (0)
要打印拟合数据吗? 0=不打印, 1=打印    (0)
计算结束。 

-------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------
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上面显示的是岭迹图。采用了岭回归，稳定性大为增加，同时实际回归拟合效果仍然非常好。拟合图像和图2.1.1.1几乎一模一样，就不再列出。

第二节  自变量重新组合与主成分回归

上节讲的岭估计是一种有偏估计，它牺牲了无偏性的性质，但使估计的均方误差大为缩小，从而使估计稳定而接近真实值。它主要用于自变量高度相关(复共线)的场合，也可以有于剔除变量。这一节要介绍的主成分估计是由W. F. Massy于1965年提出来的。它在上述诸方面近似于岭估计，但处理资料的方法不一样。
一、主成分回归的概念

先说去掉变量的原则。在回归模型
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（2.2.1）

中若有某一个变量，比如说X1,它的变差很小，即
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（2.2.2）

则我们有理由把它并入常数项，实际就是把它剔除了。

再谈主成分的思想。它包含两步：一是将自变量重新线性组合，二是在新的组合变量中去掉那些变差小的，而留下主成分。设模型(2.2.1)的设计矩阵资料已中心化，即
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。模型相关矩阵X′X的特征根为λ1≥λ2≥…≥λm,它们是下面特征方程的m个解
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（2.2.3）

特征根λi对应的特征向量pi满足下面的线性方程
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（2.2.4）

选取标准化的向量pi，使
[image: image77.wmf]1
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（2.2.5）

这样算完成了主成分回归的第一步：自变量重新组合。
    Zj, j=1，…, m 也是变量，按其变差大小排序，去掉变差太小的Zi, 留下变差大的前r个Zj, 便得到Y关于Zj, j=1，…, r 的回归方程
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（2.2.6）

其回归系数就是所谓主成分估计。这就完成了主成分回归的第二步。
至于这第二步具体如何计算，与原有相关矩阵的特征根λ1,…,λm 关系如何，要看下面的分析。
    二、主成分的确定

由于X已中心化，故
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（2.2.7）

故知Zj, j=1，…,m 也已中心化。因而
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于是新变量Zj, j=1，…,m 的变差度量为
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（2.2.9）

我们的任务是要将上面m个变差排序，去掉较小者。为此先叙述并证明下面的引理：
引理2.2.1  设A为m阶对称阵，其特征根为λ1≥λ2≥…≥λm, 对应m个线性无关的特征向量为p1, p2,…,pm,不妨设这些特征向量已经正交标准化。则对任意m维向量b，有
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证明  (1) 因为p1,…,pm是Rm中的标准正交基，故对任意b∈Rm, b可表为p1,…,pm 的线性组合。设 P= (p1,…,pm), 则P为正交阵，P′P=E, P′AP=Λ, 而
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等号可在令C1=1, C2=…=Cm=0时达到，即在b=p1方向达到。

    （2） 因为 b′pi=0, i=1,…,k, 故b′P=(b′p1,…,b′pk, b′pk+1…b′pm)= (0,…,0, b′pk+1…b′pm),而b′P=C′P′P=C′E= (C1…Ck Ck+1…Cm)，故C1=…=Ck=0。于是
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等号可在令Ck+1=1，其余Ci均为0时达到。









证毕

这个引理结论(1)的几何含意是，二次型b′Ab在球面b′b=1的最大值为A的最大特征根λ1，且在b=p1方向达到。结论(2)的几何含意是，在球面b′b=1上，除去p1方向，在剩余各方向的线性组合中，二次型b′Ab在b=p2方向达到最大值λ2, 再除去p1, p2方向，在剩余各方向的线性组合中，二次型b′Ab在b=p3方向达到最大值λ3,等等。如图2.2.2.1所示。
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图2.2.2.1

现在回到正题，要给(2.2.9)表达的新的组合变量的变差排序。因为X′X的特征根为λ1≥λ2≥…≥λm, 
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（2.2.10）

我们称Xp1=Z1=p11X1+…+p1mXm为原自变量X1,…,Xm的第一主成分，它的变差为λ1。类似地，可得第二主成分Z2，其变差为λ2，…，最后一个主成分为Zm，变差为λm。要去掉变差小的，就是去掉最小或较小特征根所对应的组合变量。因为X′X非负定，其特征根非负，较小的特征根是接近于0的。不妨设去掉了m-r个组合变量，留下了r个。于是模型(2.2.6)成为
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这里
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而典则形式(2.2.6)的解为
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由于Z=XP, 故α=P′β(Zα=Xβ), 于是回到原模型(2.2.1)，令P(r)为P的前r列，得
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我们称之为β的主成分估计。
    实际计算过程可以归纳如下：
    原模型 Y(0)=X(0)β(0)+ε；
    中心化 
[image: image98.wmf])
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    中心化模型 Y=Xβ+ε；

    计算相关阵 X′X；
    及其特征根 λ1≥λ2≥…≥λm, 
[image: image99.wmf]*
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特征向量 p1, p2,…, pm；

    取主成分r个，使(λ1+…+λr)/λ*≥75%；P(r)= (p1, p2,…,pr)；Z(r)=XP(r)；

典则化模型
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    原中心标准化模型主成分估计
[image: image102.wmf])
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需要指出的是，舍掉的那些近似为0的特征根以及相应的主成分，正好反映了原来自变量的复共线关系。因为若λj≈0，则Xpj≈0,这就是pj1X1+…+pjmXm=0, 是一个复共线关系。体会一下岭回归与主成分回归，都在处理复共线关系。岭回归是沿相关阵主对角加一常数，从而使最小特征根变大，主成分回归则干脆去掉这些小特征根。一补一泻，治的是同一疾病。

算例2.2.2  法国有关进口总额的经济分析

    我们这里选用Malinvand于1966年作出的研究法国有关进口总额经济分析的实例，这个实例曾被本书的全书参考书目中文献［8］选用。选一个老实例的原因是计算比较复杂，我们用自编的程序实现了主成分回归的计算，与原例资料吻合，从而验证我们程序的正确性。有了正确的程序，代入别的资料计算不是再简单不过的事情吗?

    该例资料有11组，分别为法国自1949年至1959年11个年份的。资料打印在下面程序执行过程中。考虑的因变量Y资料列是法国进口总额。自变量有三个，法国国内生产总值X1,存储量X2，总消费量X3。现在要作模型拟合，先考虑主成分回归。
程序行印出相关阵的三个特征根:经自动按大小排序为λ1=1.9992,λ2=0.9982,λ3= 0.0026。选择保留特征根个数为2。于是程序计算出典则化模型
Y=Zα＋ε
的估计：α1=0.6899，α2=0.1920。它告诉我们，对于典则化模型资料，回归方程是Y=0.6899Z1+0.1920Z2。这个结果在文献［8］里没有印出。接着程序回到中心标准化模型
Y=Xβ＋ε
计算出它的主成分估计：
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。这个资料是根据公式
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计算出来的，它与文献［8］所列的结果吻合。它告诉我们，对于中心标准化资料，回归方程是Y = 0.4806X1＋0.2215Z2＋0.4825X3。
    接下来，程序对典则化模型Y=Zα＋ε进行一般最小二乘回归统计分析计算。先打印出典则化模型资料，再打印出计算分析结果。注意它的自变量只有两个。代表的主成分是

Z1=0.7064X1＋0.0430X2＋0.7066X3
Z2=－0.0350X1＋0.9991X2－0.0258X3
最后，程序行印出典则化模型的拟合效果图(图2.2.2.1)。大家看到，拟合效果非常好。下面是计算过程。

-------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------
主成分回归模型计算程序, 例 2.2.2.  

例222.D 数据文件中, n=11, M=3 
要显示原始数据吗? 0=不显示, 1=显示    (1)
       15.9000    149.3000      4.2000    108.1000
       16.4000    161.2000      4.1000    114.8000
       19.0000    171.5000      3.1000    123.2000
       19.1000    175.5000      3.1000    126.9000
       18.8000    180.8000      1.1000    132.1000
       20.4000    190.7000      2.2000    137.7000
       22.7000    202.1000      2.1000    146.0000
       26.5000    212.4000      5.6000    154.0000
       28.1000    226.1000      5.0000    162.3000
       27.6000    231.9000      5.1000    164.3000
       26.3000    239.0000       .7000    167.6000
相关阵    1.0000    .0259    .9973
相关阵     .0259   1.0000    .0350
相关阵     .9973    .0350   1.0000
相关阵的第  1 个特征根为:    1.9992
相关阵的第  2 个特征根为:     .9982
相关阵的第  3 个特征根为:     .0026
相关阵的特征向量     .7064    .0430    .7066
相关阵的特征向量    -.0350    .9991   -.0258
相关阵的特征向量     .7070    .0065   -.7072
请输入要留下的最后一个特征根的序号 I, I=?    (2)
打印舍去后的特征根 

       1.9992         .9982     

打印舍去后的特征向量 

        .7064         .0430         .7066
       -.0350         .9991        -.0258
典则化模型 YZ=Za 的主成分估计     .6899    .1920
中心标准化模型YZ=X Beta的主成分估计     .4806    .2215    .4825
打印典则化模型数据 

   -.4170     -.6724    .2016
   -.3822     -.5120    .1754
   -.2012     -.3526   -.0232
   -.1942     -.2827   -.0262
   -.2151     -.2035   -.4133
   -.1038     -.0600   -.2085
    .0563      .1140   -.2351
    .3208      .3062    .4284
    .4321      .4931    .3051
    .3973      .5588    .3213
    .3069      .6111   -.5255
现在作线性回归显着性检验, 计算t,F,R 统计量

请输入显着性水平a, 通常取a=0.01, 0.05, 0.10, a=?   (0.05)
-----------------------------------------------------
线 性 回 归 分 析 计 算 结 果 

     样本总数  11       自变量个数  2
-----------------------------------------------------
     回归方程  Y = b0+b1*X1+...+b2*X2
 Y =       .0000 +       .6899 X1 +       .1919 X2 

     回归系数 b0, b1, b2, ..., b2      .0000       .6899       .1919
-----------------------------------------------------
     残差平方和:        .01  回归平方和:        .99
     误差方差的估计 :       .0011  标准差 =     .0327
-----------------------------------------------------
线 性 回 归 显 着 性 检 验   显着性水平 :  .050
-----------------------------------------------------
     回归方程整体显着性F检验, H0:b0=b1=...=b2=0
     F统计量:    336.0713  F临界值F(2,  8)   4.459
     全相关系数 R :         .9941
-----------------------------------------------------
     回归系数逐一显着性t检验, H0:bi=0, i=1,...,2
     t 临界值 t(  8)   1.8595
     回归系数b1-b 2的t值:     2.7753   .5456
-----------------------------------------------------
要作回归预测吗? 键入 0=不预测, 1=要预测   (0)
要打印拟合数据吗? 0=不打印, 1=打印   (1)
     Y的观测值       Y的拟合值        差值

          -.4170         -.4252          .0082
          -.3822         -.3196         -.0626
          -.2012         -.2477          .0465
          -.1942         -.2001          .0058
          -.2151         -.2197          .0046
          -.1038         -.0814         -.0224
           .0563          .0335          .0228
           .3208          .2934          .0273
           .4321          .3988          .0334
           .3973          .4472         -.0498
           .3069          .3207         -.0139
 计算结束。 
-------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

[image: image105.wmf]�D2.2.2.1

-0.6

-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

0.6

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

原始数据

拟合数据


    为了对比主成分回归与普通最小二乘回归，我们再调用例1.2.4的普通多元线性回归程序对法国进口总额这11组资料作最小二乘回归。程序执行这里省去，拟合效果图与图2.2.2.1几乎相同，也省去。得到的对于原始资料的回归方程是：
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    我们看到拟合效果也非常好，那么主成分回归好在哪里呢?

最主要的好处是，主成分回归舍掉了一个约等于0的特征数，也就是去掉了一个复共线关系

－0.7070X1－0.0065X2＋0.7072X3≈0

这就使得这个回归模型在拟合未来的资料时，将表现较好的稳定性。
其次，在典则化模型Y=Zα+ε中，它比原模型少了一个自变量，这使模型也表现出优越性。
第三节  增广相关阵的特征根回归

上节主成分回归就是一种特征根回归，不过它是考虑已经中心化的设计矩阵X的相关阵X′X的特征根，发现这样的特征根小的对应自变量组合的变差也小，予以剔除。
    这一节考虑的是增广相关阵的特征根，也利用它来剔除变量。具体办法与分析过程下面逐层展开。
一、增广相关阵的特征根与复共线关系

在线性模型(不设常数项)
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（2.3.1）

中，设响应变量Y与自变量X都已中心化、标准化。将Y与X按列合在一起：
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（2.3.2）

则称A′A为增广相关阵：
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（2.3.3）

设A′A的m+1个特征根为λ0，λ1，…，λm；pi, i=0,1，…,m为对应的特征向量，即存在正交阵P=(p0, p1,…,pm),使P′(A′A)P=diag(λ0,λ1,…,λm)。按分量写出是
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（2.3.4）

去掉第一个分量后的向量记为
  
[image: image111.wmf]m
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（2.3.5）

若对某个i,λi=0,则由特征根满足的方程
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（2.3.6）

知，
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（2.3.7）

即向量Y，X1，…，Xm已被组合成0向量。这需要区分为两种情况。
第一种情况，pi0≠0,此时Y可表为X1，…，Xm的线性组合：
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（2.3.8）

这就是一个回归方程，

[image: image116.wmf]m
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（2.3.9）

而且它是一个精确解，残差平方和为0。这当然再理想不过了，所以若算得增广相关阵有为0的特征根λi, 则考察它的特征向量的第一个分量，若不为0，则得精确解。
第二种情况，pi0=0。此时(2.3.7)表达的是自变量之间的严格线性关系
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（2.3.10）

此时的行列式|X′X|=0, 相关阵退化，最小二乘解不唯一，属于第一章第五节讨论的情况。
上面讨论的是λi=0。若λi≈0, 则(2.3.7)成为
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（2.3.11）

若进一步还有pi0≈0，则揭示出自变量列之间一个复共线关系
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（2.3.12）

我们已经知道列复共线造成β的最小二乘估计极不稳定，应对其加以改进。
下面就来讨论改进的办法。不过我们最好不要另起炉灶，而要利用刚才算出的增广相关阵的特征根与特征向量。

    二、增广相关阵特征根与最小二乘估计

我们首先用增广相关阵的特征根与特征向量来表示模型参数的最小二乘估计，然后再图改进。沿用上段记号，模型的最小二乘估计可表为：


[image: image120.wmf]m

j

p

p

p

m

i

i

i

m

i

i

i

ij

j

,

,

1

,

)

/

(

)

/

(

ˆ

0

2

0

0

0

L

=

-

=

å

å

=

=

l

l

b






（2.3.13）

这可以证明如下。前已记述，矩阵
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（2.3.14）

 
[image: image126.wmf])

(

ij

x

X

X

=

¢









（2.3.15）

则特征向量与特征值应满足的方程(A′A)P=PΛ可写为
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（2.3.16）

其第二行以后的等式可写为
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（2.3.17）

除以λj, 乘以pj0,再对j求和得
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（2.3.18）

等式右边为0是因为P为正交阵，行向量组也正交。记
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（2.3.19）

则(2.3.18)是
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（2.3.20）

这正是
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此式表明
[image: image133.wmf])
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三、特征根回归

上段已经证明，典则模型Y=Xβ+ε的最小二乘解是
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可以看出，增广相关阵A′A的特征根λ0, λ1,…,λm做了分母。如果它们近似为0，则会使
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的估计稳定性变坏。此时合理的办法是去掉它，只对那些含不近似为0的特征根式子求和，即
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这里记号
[image: image137.wmf]å
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表示去掉了那些特征根近似为0的项。这样的β*称为特征根估计。

    这样从算法上看来，特征根估计与最小二乘估计只是求和项数不一样。

特征根回归与主成分回归都是处理设计阵复共线问题，都是在舍近似为0的特征根。但是主成分回归考虑的是相关阵X′X的特征根，特征根回归考虑的是增广相关阵
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第四节  均匀压缩估计

前面讨论的有偏估计，都是对LSE的压缩，不过其共同点是对LSE各分量的压缩不一样。Stein提出对LSE
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（2.4.1）

故称均匀压缩估计，又称Stein估计。
    压缩的目的是使估计的均方误差减少。计算
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（2.4.2）

对c求导并使等于0，得
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（2.4.3）

当然有
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（2.4.4）

    下面我们要进一步仔细研究，证明对一切β，上式有严格不等号成立。这就导致了
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的不容许性。本节主要参考了王松桂的研究归纳结果。
一、简单线性模型LSE的不容许性

我们先叙述一下容许估计的定义。我们有一个待估参数θ，它属于参数空间Θ,对它有一个估计δ,δ是样本的函数，就记为δ(x)。D表示所有估计类，可称为判决函数空间。R(θ,δ)表示估计δ的风险函数(损失函数)，比如平方损失函数R(θ,δ)=‖θ-δ(x)‖2，正定损失函数R(θ,δ)=(θ-δ)′A(θ-δ)。在回归问题里，可取均方误差为风险函数：
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（2.4.5）

如果在D中有两个估计δ1与δ2(比如一个是LSE, 一个是Stein估计)，对于一切θ∈Θ，都有
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（2.4.6）

则称δ1处处不比δ2差。如果还对某些θ∈Θ,上式中有严格不等号成立，则称δ1优于δ2。如果对一切θ∈Θ,上式中等号成立，则称δ1与δ2等效。
    如果不存在优于δ0的估计，则称δ0为容许估计。反过来，如果能找到优于δ1的估计δ0，则δ1就称为不容许的。
下面我们考虑Stein估计是否在均方误差意义下优于或不差于最小二乘估计，即对一切
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    考虑如下简单模型

y=β+e, e～Np(0,σ2I) 






（2.4.7）
暂且假定σ2已知。显然，β的LS估计
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（2.4.8）

对这种简单情况，Stein提出的改进估计为
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（2.4.9）

这里c>0为常数，
  
[image: image151.wmf]y

y

c

y

f

2

2

||

||

)

(

s

-

=








（2.4.10）

为了计算
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的均方误差，我们需要如下两个引理。
    引理2.4.1  设u～N(μ,σ2),σ2已知，f(x)为一实函数，且E|f′(u)|<∞, 则
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（2.4.11）

    证明  我们先证明E［(u-μ)f(u)］存在，为方便计，设μ=0, σ2=1。不失一般性，设f(0)=0,于是
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（2.4.12）
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（2.4.13）

从而有
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（2.4.14）

先考虑
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（2.4.15）

它等于
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（2.4.16）

此处利用了E|f′(u)|<∞，同理可证
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（2.4.17）

这就证明了E［(u-μ)f(u)］的存在性。再利用Fubini定理，
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（2.4.18）

其中


[image: image161.wmf]ï

ï

î

ï

ï

í

ì

<

=

-

>

=

-

=

ò

ò

¥

-

-

-

-

¥

-

-

-

-

0

,

2

)

(

2

1

0

,

2

)

(

2

1

)

(

2

2

2

2

2

2

2

2

2

)

(

2

)

(

2

)

(

2

)

(

u

p

s

m

s

p

u

p

s

m

s

p

u

u

s

m

u

s

m

u

u

s

m

u

s

m

e

du

e

u

e

du

e

u

H

u


于是


[image: image162.wmf]ò

+¥

¥

-

-

-

¢

=

¢

=

-

)]

(

[

)

(

2

1

)]

(

)

[(

2

2

)

(

2

2

2

u

f

E

d

f

e

u

f

u

E

s

u

u

s

p

s

m

s

m

u




证毕

    以下用P(λ)表示参数为λ的Poisson分布。
    引理2.4.2  设u～Np(β,I), K～P(‖β‖2/2), 则
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（2.4.19）

证明  先证如果对给定的K，v的条件分布为
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（2.4.20）

所以v和K的联合密度为
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（2.4.21）

这里g(k)表示K的概率密度函数。对k=0,1,2,…,求和，得到v的边缘密度为

[image: image171.wmf]å

å

¥

=

¥

=

+

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

+

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

G

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

=

=

0

0

2

2

1

2

2

2

||

||

|

2

2

!

2

||

||

)

(

)

(

)

(

2

k

k

k

p

k

p

k

k

k

p

e

k

e

f

k

g

k

u

b

u

u

b

u

u



（2.4.22）

由(2.3.9)知，此即
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（2.4.23）

从给定K，v的条件分布为
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（2.4.24）

代入上式即得所证。














证毕

下面我们计算Stein估计
[image: image178.wmf])
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的均方误差，从而证明LSE的不容许性。

定理2.4.1  对模型 (2.4.7)，最优的Stein估计为
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（2.4.25）

其均方误差为
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（2.4.26）

这里假定σ2已知，K～P(‖β‖2/2σ2), 特别，当β=0时，
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（2.4.27）

    证明  我们先计算
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（2.4.28）
这里f (y)′表示向量f (y)的转置，而


[image: image184.wmf]y

y

c

y

f

y

f

y

f

y

f

y

E

¢

-

=

¢

¢

+

¢

-

=

D

2

2

||

||

)

(

   

)],

(

)

(

)

(

)

(

2

[

s

b


    利用引理2.4.1，
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（2.4.29）

由 (2.4.10) 知
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（2.4.30）

所以
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（2.4.31）

代入Δ表示式，即得
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（2.4.32）

因为
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（2.4.33）

这里

K～
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将 (2.4.33)代入(2.4.32)，再由(2.4.31)，最后得到
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（2.4.34）

当p>2时，E((p-2+2K)-1)>0，若取0<c<2 (p-2)，上式第二项小于零，于是
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（2.4.35）

为使
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取到极小，将（2.4.33）对c求导，并令导数等于零，解得c的最优值为
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证毕
既然当p>2,σ2已知时，对一切参数β，都能找到一个估计类 (这里就是Stein估计)，它的均方误差比最小二乘估计的均方误差要小，那这个LSE还能容许吗?当然不容许。

这里Y～N (β,σ2I), 这其实是多元正态分布样本均值参数估计的不容许性。当时提出不容许性概念并发现这一现象时，曾引起统计界大为惊奇。现在人们当然不足为怪了。优良性标准多得很，哪能一种估计占尽风骚呢?
    在实用上，σ2往往未知，若在 (2.4.25)中用
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（2.4.36）

因为
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二、一般多元线性回归模型的Stein估计
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（2.4.37）

为了利用上一段结果，先将设计阵X作奇异值分解
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（2.4.38）

这里α=Λ1/2Q′β。用P′左乘上式，z=P′y, 得到
   z=α+ε，    ε～Np(0,σ2I)




（2.4.39）
此即 (2.4.7)的形式。于是，参数α的Stein估计为
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（2.4.40）

此处
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（2.4.41）

关于这个估计的性质，我们有如下定理。
    定理2.4.2
    (1)
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    证明  把模型改写为

y=Xβ+σu,    u ～ N (0, I)
于是
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（2.4.42）

其中g=β′X′Xβ+2σβ′X′u+σ2 u′PX u, N=I-PX, PX=X(X′X)-1, 暂记α=β′X′Xβ, 将g-1，g-2看作α的函数，作级数展开，有
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（2.4.43）

将 (2.4.43) 代入(2.4.42)得
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（2.4.44）

对上式求均值，利用
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证毕
在
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（2.4.45）

时，有
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（2.4.46）

    虽然条件(2.4.45)和(2.4.46)是在σ2很小的前提下，从均方误差的近似表达式推出的，但是后面我们将会看到，这两个条件(后者在X′X = I条件下)对一切β，σ2都是
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（2.4.47）

为β的双k类Stein型估计，简称双k类估计(Double k-class estimate)。特别，当k2=1时，就变为 (2.4.41)所定义的Stein估计。若用典则参数α的LS估计表示，(2.4.47)就变为
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（2.4.48）

称为典则参数α的双k类估计。
    现在我们求使得
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对i = 1, 2,…,p求和，有
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（2.4.49）

当k2≤1时，
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（2.4.50）

利用
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（2.4.51）

时，(2.4.50)成立，即
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定理2.4.5  当k2≤1, k1满足(2.4.51)时，对一切β和σ2，双k类估计(2.4.47)比LS估计
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（2.4.52）

时，对一切β和σ2，Stein估计(2.4.41)比LS估计有较小的均方误差，即Stein估计(2.4.41)一致优于LS估计
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。
    定理2.4.5及推论2.4.1较圆满地回答了本段一开始提出的问题，即找到了随机压缩系数，使得所对应的非线性Stein估计在均方误差意义下，一致地改进了LS估计。
作为引理2.4.1的一种应用，下面我们再附带地证明，对于狭义岭估计，也能够找到随机岭参数，使得非线性狭义岭估计也一致地改进LS估计。一种确定随机岭参数的公式称为双h公式：
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（2.4.53）

其中A>0为已知方阵。这个公式含有两个可供选择的参数h1, h2,故得“双h公式”之名。它是由Vinod和Ullah等归纳了许多结果而提出的。如果岭参数是用(2.4.53)确定的，往往称对应的岭估计为双h类岭估计(Double h-class ridge estimate)。若取A=I, h1=p, h2=0, (2.4.53)即为Hoerl-Kennard-Baldwin选k公式
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（2.4.54）

若取A=X′X, h1=p, h2=0, 则(2.4.53)即为Lawless-Wang选k公式
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（2.4.55）

定理2.4.6  在(2.4.53)中，若Q′AQ为对角阵，h1, h2满足
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（2.4.56）

则对一切β,σ2，双h类岭估计比LS估计有较小的均方误差。这里ηp为(2.4.53)中A的最小特征根。Q的定义同(2.4.38)处。
证明  考虑β的任一双h类岭估计
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（2.4.57）
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（2.4.58）
由(2.4.57)和(2.4.58)，有


[image: image291.wmf]p

i

g

h

k

i

i

i

i

i

i

i

,

,

1

,

ˆ

ˆ

ˆ

)

ˆ

(

ˆ

2

1

L

=

-

-

=

-

l

s

a

a

a

a

a


这里
[image: image292.wmf]2

1

2

ˆ

)

/

(

ˆ

ˆ

s

l

a

a

i

i

h

h

W

g

+

+

¢

=

。于是
[image: image293.wmf])

ˆ

(

ˆ

k

i

a

的均方误差为


[image: image294.wmf]ú

û

ù

ê

ë

é

-

-

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

-

=

-

i

i

i

i

i

i

i

i

i

i

i

g

E

h

g

E

h

E

k

E

2

1

2

2

2

1

2

1

2

2

ˆ

ˆ

)

ˆ

(

2

ˆ

ˆ

)

ˆ

(

)

)

ˆ

(

ˆ

(

s

a

a

a

l

s

a

l

a

a

a

a


因
[image: image295.wmf])

/

ˆ

,

(

~

ˆ

2

i

i

i

N

l

s

a

a

，对上式第三项的均值部分应用引理2.4.1得

  
[image: image296.wmf]ú

ú

û

ù

ê

ê

ë

é

-

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

+

-

=

ú

û

ù

ê

ë

é

-

-

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

-

=

-

i

i

i

i

i

i

i

i

i

i

i

i

i

i

i

i

i

i

i

i

i

i

i

g

h

g

E

h

E

g

g

E

h

g

E

h

E

k

E

2

2

2

2

2

2

4

2

2

1

2

2

1

2

2

2

2

2

2

2

1

2

2

2

1

2

2

ˆ

2

ˆ

ˆ

4

ˆ

ˆ

1

)

ˆ

(

    

          

          

ˆ

2

ˆ

2

ˆ

ˆ

)

ˆ

(

)

)

ˆ

(

ˆ

(

l

s

a

h

l

s

l

s

a

s

s

a

a

a

h

s

s

l

s

s

a

l

a

a

a

a


（2.4.59）

这里ηi为W的对角元。欲
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（2.4.60）

一个充分条件为h1>0, 且(2.4.59)的第二项均值部分小于零。假设h1>0, h2≥0, 则
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于是(2.4.60)成立的一个充分条件为
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（2.4.61）

进一步还有

[image: image300.wmf]å

<

¢

¢

=

¢

=

i

p

i

W

g

g

h

a

a

a

a

a

a

a

1

ˆ

ˆ

ˆ

ˆ

ˆ

ˆ

ˆ

1

2







（2.4.62）

现在我们将(2.4.59)对i求和，并利用(2.4.62)，从(2.4.61)知，当
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（2.4.63）

时，
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证毕

推论2.4.2  对岭参数的岭迹选择(2.4.54)，当
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成立时，对一切β，σ2，对应的岭估计比LS估计有较小的均方误差。
第五节  有偏估计的极值意义与几何意义

前面四节讨论了线性回归模型四种具体的有偏估计：岭估计，主成分估计，特征根估计，压缩估计。进一步研究发现，这四种估计都可能归结到某种极值问题的解，都有明确的几何意义。这一节就具体分析它们这方面的性质。
    一、椭球面与球面相切的岭估计

在本章第一节第二段性质4已经证明了岭估计是压缩估计，即
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（2.5.1）

将它作分解：
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（2.5.2）

这里
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（2.5.3）
用Lagrange乘子法求解：
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（2.5.4）

求导得：
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（2.5.5）

解得：
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（2.5.6）

它正具有岭回归的表达形式。为了证明它不折不扣的是岭估计，还须证明λ≥0。

为此可将上式代入到极值问题的目标函数，得
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（2.5.7）

设P为正交方阵，使
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（2.5.8）

则
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（2.5.9）

由于λi是正定方阵S的特征根，故λi>0, i=1,…,p。于是对一切λ, Aλ≥0。当然还要求λ≠-λi, i=1,…,p,否则分母为0。注意到当x>0, u>0时有
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（2.5.10）

故对λ>0必有
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由于c<1, 
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图2.5.1.1

二、椭球面与超平面相切的主成分估计与特征根估计
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由于β=Pα= (P(r)
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又由于
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（2.5.14）

它的解当然是
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（2.5.15）

主成分回归的几何意义又是使椭球族
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逐步扩张，直至与超平面
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图2.5.2.1

下面谈增广矩阵特征根估计的极值意义与几何意义。

在第三节里的 (2.3.13)，我们已证明了典则化模型Y=Xβ+ε中β的LSE可被表为
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（2.5.17）

这里
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（2.5.18）

这样来作Y的预测当然有偏差了，我们考虑对右边作加权平均来改进预测，即令
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要求权系数ai满足
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（2.5.20）

下面计算这样预测的残差平方和
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因为
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所以
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因此
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（2.5.24）

现在约束
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求偏导得


[image: image365.wmf]0

2

2

2

0

=

-

=

¶

¶

m

l

i

i

i

i

p

a

a

F








（2.5.26）
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解得
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此时
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所以
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（2.5.30）

它正是最小二乘估计。因此对典则化线性模型，最小二乘解可归结为下述极值问题的解。为了使书写格式整齐一些，可令
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（2.5.31）

    由于增广矩阵的特征根估计与LSE的差别只是求和起点不一样，也就是将约等于0的m-k个特征根与对应的特征向量舍掉，故特征根估计
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（2.5.32）

现在我们要证明，上面这个极值问题等价于下述极值问题
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（2.5.33）

这里
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（2.5.34）

当然加上一个与g无关的量
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（2.5.35）

而约束条件就是
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（2.5.36）

合在一起，即得
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（2.5.37）

将g改写为β即得所证。

    可见特征根回归也是求一个椭球面与一个超平面的切点。图像与上一图一样。
三、椭球面与椭球面相切的均匀压缩估计

均匀压缩估计是下述条件极值问题的解：
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（2.5.38）

可以看到，这与岭估计的差别只在于约束条件不一样。作Lagrange函数得
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（2.5.39）

求导得


[image: image399.wmf]0

2

ˆ

2

2

=

+

-

=

¶

¶

b

l

b

b

b

S

S

S

F








（2.5.40）

解得
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（2.5.41）

现在也需要证明，使目标函数最小的λ必定大于0。可以将上式代入目标函数，解得
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图2.5.3.1

对应的目标函数为
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（2.5.43）

由于0<c<1,可见是当λ=λ1时目标函数取最小值，此时λ1>0。并且这时的压缩估计为
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，如图2.5.3.1所示。
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